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INTRODUCCION

Aunque la estadistica se ensefa hoy dia en todos los niveles educativos, al ser
una herramienta fundamental en la vida personal y profesional, son muchos
los estudiantes que finalizan los cursos de estadistica sin comprender
correctamente o ser capaces de aplicar los conceptos y procedimientos
estadisticos, como se muestra en la amplia investigacion sobre el tema
(Batanero, Diaz, Contreras & Roa, 2013).

Una de las causas de esta situacién se identifica con los problemas didacticos
gue todavia persisten en el proceso de ensefianza aprendizaje de la
Estadistica, que no favorecen que los estudiantes comprendan y apliquen los

principales conceptos estadisticos (Batanero, 2001).

En tal direccidén, los curriculos actuales se sustentan en tres categorias
analiticas basicas: la cultura, el razonamiento o el pensamiento estadistico, los
cuales pueden comprenderse como metas deseables de la formacién

estadistica en la actualidad.

» La cultura estadistica implica comprender y utilizar el idioma y los
instrumentos basicos de la Estadistica, es decir, conocer lo que significan
los términos estadisticos, utilizar apropiadamente los simbolos estadisticos,
conocer e interpretar las representaciones de datos (Improving Statistical
Thinking, 2007).

= El razonamiento estadistico es la forma en que las personas argumentan
sobre las ideas estadisticas y el sentido que le dan a la informacion
estadistica. El razonamiento estadistico implica conectar un concepto a otro
0 combinar ideas acerca de los datos y la probabilidad. Significa entender y
estar en capacidad de explicar los procesos estadisticos y de interpretar
completamente los resultados estadisticos (Improving Statistical Thinking,
2007).



» El pensamiento estadistico implica la comprensién del por qué y de como se
realizan las investigaciones estadisticas. Esto incluye reconocer vy
comprender el proceso investigativo completo (desde la pregunta de
investigacion a la recoleccion de datos, asi como la seleccién de la técnica
para analizarlos, probar las suposiciones, etc.), entendiendo cémo se
utilizan los modelos para simular los fendmenos aleatorios, como los datos
se producen para estimar las probabilidades, reconocimiento de cémo,
cuando, y por qué los instrumentos deductivos existentes se pueden utilizar,
y son capaz de entender y utilizar el contexto de un problema para emitir
conclusiones y planear investigaciones (Improving StatisticalThinking,
2007; Pfannkuch, & Wild, 2002).

Cabe senalar que independientemente del avance experimentado en la
formaciéon estadistica y del desarrollo experimentado por la Didactica de la
Estadistica, todavia existen ambientes de formacidén en los que existe una
insuficiente comprension de las herramientas estadisticas por parte de los

estudiantes.

En tal direccidn, cabe sefalar que en universidades de la regién amazédnica se
presentan dificultades con la formacidén estadistica de los estudiantes. Las
causas de estas dificultades no solo se limitan a la complejidad que encierra
alcanzar las metas trazadas para este tipo de formacion, pues ademas en este
ambiente de formacion sobresale la carencia de seguridad para estudiantes y
profesores, una insuficiente disponibilidad de aulas vy Ilaboratorios
especializados, y dificultades tecnoldgicas para establecer la comunicacidn
entre estudiantes y profesores. Ademas, prevalece un ambiente lluvioso que

no favorece la asistencia de los estudiantes y profesores.

Por ejemplo, la inseguridad los estudiantes imposibilita que ellos lleven consigo
su computadora portatil (quienes la tienen) para la practica con programas

como SPSS o el Microsoft Excel. Se limitan las clases a temas teodricos y de



manera reducida al uso de Excel en los temas como graficas de barras,

circulares, nube de puntos, recta de regresién, entre otros.

Los aspectos adversos del ambiente de las universidades de la region
amazoénica limitan la formacién de competencias estadisticas en los
estudiantes. Por lo que se hace necesario buscar alternativas didacticas viables
gue puedan contribuir al logro de mejores resultados en la formacion

estadistica de estos estudiantes universitarios.

En consecuencia, las carreras de Ingenieria Ambiental, Zootecnia, Tecnologias
de la Informacion y Turismo de la Escuela Superior Politécnica de Chimborazo
(ESPOCH), Ecuador, que disponen de silabos que coinciden en la mayoria de
los contenidos estadisticos, podrian utilizar el presente libro para tratar los
contenidos generales que se analizan en los cursos de estadistica en cada una

de estas carreras.

De esta forma, los estudiantes podrian disponer de un material docente que
se ajuste mas a sus necesidades de formacion estadistica, contribuyendo de

esta forma a su formacion profesional y ciudadana.



CAPITULO I. INTRODUCCION A LA ESTADISTICA

Introduccion

Un tema recurrente de la actual sociedad de la informacion es la creciente y
determinante importancia que tiene la informacién para los individuos de la
sociedad, en cualquier pais, latitud, cultura o nivel de desarrollo. Aunque debe
precisarse que aquellos individuos que hayan obtenido mayor nivel
educacional y cultural, y que se encuentren en mejores perspectivas de
desarrollo, estaran estimulados a consumir mas y superior informacion para

satisfacer sus crecientes necesidades.

Precisamente, la Estadistica es una de las ciencias que cobra especial
relevancia en la sociedad de la informacién, pues aporta una base conceptual
y técnica para el estudio de fendmenos complejos, en los que hay que
comenzar por definir el objeto de estudio y las variables relevantes, asi como
tomar datos de las mismas, interpretarlos y analizarlos con el fin de emitir

conclusiones.

De forma general, se considera que la Estadistica es la parte de las
Matematicas que estudia los fendmenos aleatorios, siendo un area de
conocimiento clave para la toma de decisiones en entornos de riesgo e
incertidumbre. Las contribuciones de esta ciencia son cruciales para el avance
del conocimiento cientifico, el progreso tecnoldgico y la participacién activa de
la ciudadania en el debate politico, econdmico y social de la sociedad

informacional actual.

Ahora bien, una definicion de Estadistica que ayuda a introducirse en sus

rasgos caracteristicos es la siguiente:



Estadistica: ciencia que se ocupa del estudio de fendmenos de tipo genérico,
normalmente complejos y enmarcados en un universo variable, mediante el
empleo de modelos de reduccién de la informacion y de analisis de validacién
de los resultados en términos de la representatividad. La informacion puede
ser numeérica, alfabética o simbdlica. El proceso estadistico consiste en las
fases de recogida de informacion, de andlisis y de presentacién e
interpretacion de los resultados y elaboracion de métodos. (Sanchez y
Manzano, 2002, p. 10)

En general, la Estadistica tiene como objetivo el desarrollo de técnicas para el
conocimiento numeérico de un conjunto numeroso de datos empiricos
(recogidos mediante experimentos o encuestas). Es decir, se ocupa de
recoger, organizar, resumir y analizar una gran cantidad de datos obtenidos
de la realidad para hacer visible lo invisible, e inferir conclusiones respecto de

ellos.
La estadistica: conceptos y terminologia

Cabe sefialar que la Estadistica ofrece una base conceptual y técnica que
posibilitan extraer informacion de los datos, muchas veces esta informacién
no es posible conocerla con una simple observacién de los datos porque

generalmente estos son muy numerosos.

Las principales funciones de la Estadistica son la descripcién, relacién y

comparacién de variables:

= Descripcion: técnicas donde no se infiere, sdlo se analiza la informacion
gue se posee, habitualmente a través de muestras. Se calculan descriptores
gue captan aspectos relevantes de la informacion de los datos y se dibujan
graficos que la resumen. En este caso la muestra es el fin, no un medio para

otros analisis.




= Relacion: técnicas que buscan relaciones entre variables, entre diferentes
caracteristicas medidas a una serie de individuos. Se busca la existencia de

relacién entre ellas y se pretende establecer sus relaciones matematicas.

= Comparacion: técnicas que comparan poblaciones de individuos. El
objetivo es poder hablar de la igualdad o de la diferencia entre esos grupos,

entre esas poblaciones.

Para llevar a cabo la relaciéon y comparacion se aplican técnicas inferenciales.
En estos casos el trabajo con la muestra es un medio, no un fin en si misma,
pues a través de la misma se pretende extraer conclusiones poblacionales. Por
lo tanto, desde la relacidn entre variables a nivel muestral o desde la
comparacion de dos o mas muestras, se busca hacer afirmaciones
poblacionales que van mas alla de lo que se puede observar directamente en

la muestra, para lo cual se realizan inferencias basadas en la probabilidad.

Es muy importante situar desde el principio cual es el papel basico de la
Estadistica. Para lo cual es necesario utilizar conceptos probabilisticos: variable
aleatoria, funciéon de distribucidon, modelizacion matematica, entre otros. Estos
conceptos son la base para la aplicacion de técnicas estadisticas para describir
la muestra y para inferir acerca de las caracteristicas que no son directamente

observables en la misma.

Segun el colectivo a partir del cual se obtenga la informacion y el objetivo que

persiga al analizar esos datos, la estadistica se llama descriptiva o inferencial.

Estadistica Descriptiva: se fundamenta en la descripcién y analisis de las
caracteristicas de un conjunto de datos, de donde se extrae informacion y
conclusiones sobre el comportamiento de los datos y relaciones existentes con
entre ellos o de ellos con otras poblaciones con las cuales se comparan. Se
trata de estimar, pronosticar y definir comportamientos que se puedan

reproducir bajos similares condiciones de experimentacion.




Estadistica Inferencial: esta fundamentada en los resultados obtenidos del
analisis de una muestra de poblacién, con el fin de inferir el comportamiento
o caracteristica de la poblacion, de donde procede, por lo que recibe también
el nombre de Inferencia estadistica. El objetivo de la inferencia en
investigacién cientifica y tecnoldgica radica en conocer clases numerosas de
objetos, personas o eventos a partir de otras relativamente pequefias

compuestas por los mismos elementos.

Los problemas por los que se ocupa la Estadistica Inferencial se relacionan con
la estimacién de parametros tanto muestrales como poblacionales y la
definicion de criterios para verificar si lo que se ha hecho u obtenido tiene la
suficiencia en calidad estadistica, y si se puede utilizar como elemento de
pronostico o de representacion del fendmeno estudiado, con los cual se pueda

tomar una decision objetiva y lo mas aproximada a la realidad.

Conceptos y Terminologia

Poblacion: es el conjunto de todos los elementos a los que se somete a un

estudio estadistico.

Individuo o unidad estadistica: es cada uno de los elementos que

componen la poblacién.

Observacion: no debe confundirse la poblacién en sentido demografico y la
poblacion en sentido estadistico. La poblacion en sentido demografico es un
conjunto de individuos (por ejemplo todos los habitantes de un pais), mientras
gue una poblacion en sentido estadistico es un conjunto de datos referidos a
determinada caracteristica o atributo de los individuos (por ejemplo las edades

de todos los individuos de un pais).




Muestra: es un conjunto representativo de la poblacién de referencia, el

numero de individuos de una muestra es menor que el de la poblacion.

Muestreo: el muestreo es una técnica que sirve para obtener una o mas
muestras de poblacion. Este se realiza una vez que se ha establecido un marco
muestral representativo de la poblacién, se procede a la seleccién de los

elementos de la muestra aunque hay muchos disefios de la muestra.

Tipos de muestreo: existen dos métodos para seleccionar muestras de
poblaciones; el muestreo no probabilistico y probabilistico aleatorio. En este
ultimo todos los elementos de la poblacién tienen la oportunidad de ser

escogidos en la muestra.

Muestreo no probabilistico: muchas veces se recurre a estos métodos, aun
siendo conscientes de que no son los idoneos para realizar generalizaciones,
dado que no se tiene certeza de que la muestra extraida sea representativa
de la poblacién. En general, en este tipo de muestreo, las unidades se
seleccionan por conveniencia, de manera secuencial, siguiendo determinados

criterios subjetivos o porque simplemente estan disponibles.
Son tres los métodos principales de muestreo no probabilistico:

1. Muestreo por conveniencia: implica el empleo de una muestra integrada por
las personas o los objetos cuya disponibilidad como sujetos de estudio sea mas
conveniente. Cuando los fendmenos que se investigan son suficientemente

homogéneos en la poblacidn, se reduce el riesgo de sesgo.

2. Muestreo por cuotas: el investigador identifica estratos de la poblacion y
establece las proporciones de elementos necesarias a partir de los distintos
segmentos estratificados. Con base en informacidn previa acerca de la
composicion de la poblacién, el investigador se asegura de que los diversos
segmentos o sectores estén representados en la muestra en las mismas
proporciones en que se presentan en la poblacién. El muestreo por cuotas no

requiere de la aplicacion de técnicas complejas ni la inversidon de una cantidad
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extraordinaria de tiempo o esfuerzos, salvo por la identificacién de estratos y
la representacion proporcional correspondiente, esta técnica es muy
semejante a la de muestreo por conveniencia, por lo que comparte muchas de

sus deficiencias.

3. Muestreo intencional: se basa en la idea de que el investigador puede usar
sus conocimientos acerca de la poblacion para elegir los casos que incluira en
la muestra. Quiza decida deliberadamente seleccionar la variedad mas amplia
posible de personas o los sujetos que a su juicio son caracteristicos de la
poblacién que le interesa o que disponen de mayor informaciéon acerca del
tema de estudio. Si bien esta forma subjetiva de muestreo no ofrece un
método externo y objetivo para evaluar cuan tipicos de la poblacion son los
sujetos seleccionados, puede representar ciertas ventajas con base en la

técnica del informante clave.

Censo: se entiende por censo aquella numeracidon que se efectia a todos y

cada uno de los caracteres componentes de una poblacién.

Encuesta: se entiende por encuesta las observaciones realizadas por

muestreo, es decir son observaciones parciales.

Datos estadisticos: son los resultados del experimento o mediciones de las
observaciones realizadas, son en general, el producto de las observaciones
efectuadas en los cuales se produce el fendmeno que queremos estudiar. Un
dato es cada uno de los valores que se ha obtenido al realizar un estudio

estadistico.

Valor: un valor es cada uno de los distintos resultados que se pueden obtener
en un estudio estadistico. Por ejemplo si lanzamos una moneda al aire 5 veces

obtenemos dos valores: cara y cruz!.

! para mayor simplicidad en el analisis en el presente texto las dos caras de una moneda se clasificaran en caray
escudo, como habitualmente se utiliza en la literatura de Estadistica con fines docentes.




Clasificacion de los datos

Los datos estadisticos pueden ser clasificados en cualitativos, cuantitativos,

cronoldgicos (series de tiempo), espaciales (series de espacios), entre otros.

= Cuantitativos: cuando son representados por un numero.

= Cualitativos: cuando sefalan cualidades y no estan representados
numéricamente.

= Cronoldgicos: cuando los valores de los datos varian en diferentes
instantes o periodos de tiempo.

» Espaciales: cuando los datos estan referidos a una localidad, espacio o area

geografica determinada.

Fuentes de datos estadisticos

Los datos estadisticos necesarios para la comprension de los hechos pueden

obtenerse a través de fuentes primarias o secundarias:

» Fuentes primarias: es el material de primera mano relativo a un fenédmeno
que se desea investigar, o sea, cuando se va al origen mismo de la
informacidon o experimento y se toman los datos directamente.

» Fuentes secundarias: es un texto basado en fuentes primarias, que
implica un tratamiento de generalizacion, analisis, sintesis, interpretacion o
evaluaciéon, por lo que la informacién se obtienen indirectamente del

experimento u observacion directa.

Métodos de recoleccion de datos

Método de recoleccion de datos: son los distintos tipos de procesos
sistematicos para recabar informacién de fuentes relevantes con el fin de

encontrar respuestas a los problemas de investigacion.

En funcién de la fuente de la que recogen la informacién, los métodos de
recoleccion de datos pueden dividirse en dos categorias: métodos primarios o

meétodos secundarios.
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Los meétodos primarios de recoleccidn de datos recopilan informacién
directamente a través de fuentes de datos primarias, por lo que son datos de
origen. Mientras que los métodos secundarios de recoleccion de datos

recopilan informacion a partir de fuentes de datos secundarias.

La estadistica emplea una variedad de métodos primarios de recoleccién de
los datos que se desea investigar. Entre ellos sobresalen los cuestionarios,

encuestas, entrevistas, observacién y registros.

A continuacién se presentan métodos primarios de recolecciéon de datos que

son de amplio uso.

Cuestionarios: consiste en un conjunto de preguntas respecto a una o mas
variables a medir. El contenido de las preguntas puede ser tan variado como
los aspectos que mida y bdasicamente se puede hablar de dos tipos de

preguntas: cerradas y abiertas.

Las preguntas cerradas contienen categorias o alternativas de respuestas que
han sido delimitadas. Es decir, se presentan a los sujetos las posibilidades de
respuestas y ellos deben circunscribirse a ellas. Pueden ser dicotdmicas (dos

alternativas de respuestas) o incluir varias alternativas de respuestas.

Por su parte, las preguntas abiertas son aquellas en las cuales se le pide al
interrogado que responda él mismo a la pregunta formulada. Esto le otorga
mayor libertad al entrevistado y posibilita adquirir respuestas mas profundas,
asi como también preguntar sobre el por qué y cdmo de las respuestas
realizadas. A su vez, posibilita adquirir respuestas que no habian sido tenidas
en cuenta a la hora de hacer los formularios y pueden crear asi relaciones

nuevas con otras variables y respuestas.

Encuestas: es un procedimiento dentro de los disefios de una investigacion
descriptiva en el que el investigador busca recopilar datos por medio de un
cuestionario previamente disefiado en dar una entrevista a alguien, sin

modificar el entorno ni el fendmeno donde se recoge la informacion, ya sea
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para entregarlo en forma de triptico, grafica o tabla. Los datos se obtienen
realizando un conjunto de preguntas normalizadas dirigidas a una muestra
representativa o al conjunto total de la poblacidn estadistica en estudio,
integrada a menudo por personas, empresas o entes institucionales, con el fin

de conocer estados de opinidn, ideas, caracteristicas o hechos especificos.

La encuesta es un método de trabajo relativamente econdmico y rapido. Si se
cuenta con un equipo de entrevistadores y codificadores convenientemente
entrenado, resulta facil llegar rapidamente a una multitud de personas y
obtener una gran cantidad de datos en poco tiempo. Su costo, para los casos

simples, es sensiblemente bajo.

Entrevista: desde el punto de vista del método, es una forma especifica de
interaccion social que tiene por objeto recolectar datos para una indagacion.
El investigador formula preguntas a las personas capaces de aportarle datos
de interés, estableciendo un didlogo peculiar, asimétrico, donde una de las
partes busca recoger informaciones y la otra es la fuente de esas

informaciones.

La ventaja esencial de la entrevista reside en que son los mismos actores
sociales quienes proporcionan los datos relativos a sus conductas, opiniones,
deseos, actitudes y expectativas, que por su misma naturaleza es casi
imposible de observar desde fuera. Nadie mejor que la misma persona
involucrada para hablarnos acerca de todo aquello que piensa y siente, de lo

que ha experimentado o proyecta hacer.

Observacion: permite conocer la realidad mediante la sensopercepcion
directa de entes y procesos, para lo cual debe poseer algunas cualidades que

le dan un caracter distintivo.

La observacion es el método cladsico mas caracteristico en las ciencias
descriptivas y fue el primer método utilizado por los cientificos, que en la

actualidad continla siendo su instrumento universal. Puede asumir muchas
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formas; puede ser simple en la cual tanto el observador como los observados
participan de la manera mas natural posible, y en este caso el observador
debera tener un plan previo para la informacion a partir de las notas que vaya

levantando a lo largo de la observacion.

Pero en muchos casos es necesario una observacidon mas sistematica con
controles tanto para el observador como para el observado, para aumentar la
precisién de su trabajo y protegerse de las criticas; no se pretende limitar en
ningun grado las actividades de los individuos sino sistematizar el proceso de
observacién por medio de dispositivos sincronizadores mecanicos, observacion
en equipo, peliculas y grabaciones, planes e inventarios, casi a un paso de la
situacion que se vive en un laboratorio. Lo que depende del grado de
conciencia que tengan los observados respecto a lo que se esta realizando, y
si se introduce el concepto de variables experimentales. Es muy importante
sefalar que la observacidn en si puede conducir a una alteracién de las

condiciones de la realidad que se procura observar.

Variables estadisticas

Variable cualitativa, de atributos, o categorica: es una variable que

clasifica o describe a un elemento de una poblacién.

Variable cuantitativa o numeérica: es aquella que cuantifica un elemento

de una poblacién.

Ejemplos:

1) Una muestra de cuatro clientes de un restaurante de Quito, Ecuador, fue
encuestada en cuanto a: «nivel satisfaccidon por el servicio recibido» y «ciudad
de residencia actual». Estas dos variables son cualitativas (de atributos), ya
gue describen alguna caracteristica de la persona, y todas las personas con el

mismo atributo pertenecen a la misma categoria. Los datos recolectados
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fueron {muy satisfecho, satisfecho, algo satisfecho} y {Quito, Esmeraldas,

Santa Elena, Guayaquil}.

2) El «costo total» de los libros de texto adquiridos por cada estudiante para
las clases de este semestre es un ejemplo de variable cuantitativa (numérica).
Se obtuvo una muestra con los datos siguientes: $238.87, $94.57, $139.24.
[Para determinar el "costo promedio", simplemente se suman los tres nimeros
y el resultado se divide entre tres: (238.87 + 94.57+ 1 39.24)/3 = $157.56]

Observacion: Algunas operaciones aritméticas, como sumar y promediar,

tienen sentido para los datos que resultan de una variable cuantitativa.

Cada uno de estos tipos de variables puede subdividirse aun mas, como se

ilustra en la figura 1.

Nominal
Cualitativa o de atributo <

Ordinal

Discreta

Variable Cualitativa o de atributo <

Continua

Independientes
Segun su influencia <

Dependientes

Figura 1. Clasificacion de los tipos de variables y sus subdivisiones.

Las variables cualitativas pueden caracterizarse como nominales u ordinales.

Variable nominal: es una variable cualitativa que caracteriza (describe o
identifica) a un elemento de una poblacién. Para los datos resultantes de una
variable nominal, las operaciones aritméticas no sélo carecen de sentido sino

gue tampoco se puede asignar un orden a las categorias.

En la encuesta anterior que se aplicd a los cuatro clientes de un restaurante,

la variable «ciudad de residencia actual» es un ejemplo de variable nominal,
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ya que identifica una caracteristica de la persona y carece de sentido encontrar
el promedio muestral al sumar y dividir entre cuatro. Por ejemplo, (Quito +
Esmeraldas + Santa Elena + Guayaquil)/4 no esta definido. Ademas, la ciudad

de residencia actual no tiene un orden en sus categorias.

Variable ordinal: es una variable cualitativa que presenta una posicién, o

clasificacion, ordenada.

Ejemplos:

1) En la encuesta anterior de cuatro clientes de un restaurante, la variable
«nivel satisfaccidon por el servicio recibido» es un ejemplo de variable ordinal,
ya que presenta una clasificacion ordenada, por ejemplo «muy satisfecho»

esta antes que «satisfecho», que se encuentra antes que «algo satisfecho».

2) Otro ejemplo de una variable ordinal seria la clasificacion de cinco
fotografias de paisaje segun la preferencia de alguien: primera eleccion,

segunda eleccidén, tercera eleccion, cuarta eleccién.

Las variables cuantitativas o numéricas también pueden subdividirse en dos

clasificaciones: variables discretas y variables continuas.

Variable discreta: es una variable cuantitativa que puede asumir un nimero
contable o finito de valores. Intuitivamente, |la variable discreta puede asumir
los valores correspondientes a puntos aislados a lo largo de un intervalo de
recta, por lo que entre dos valores cualesquiera no se pueden fraccionar.

Variable continua: es una variable cuantitativa que puede asumir una
cantidad incontable de valores. Intuitivamente, la variable continua puede
asumir cualquier valor a lo largo de un intervalo de recta, incluyendo cualquier

valor posible entre dos variables determinadas (se pueden fraccionar).
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En muchos casos, es posible distinguir los dos tipos de variables decidiendo si

las variables estan relacionadas con un conteo o una medicion.

Ejemplos:

1) La variable «edad de un estudiante» es un ejemplo de una variable discreta;
sus valores se determinan al contar los afios que tiene el mismo. Al contar, no
es posible que ocurran valores fraccionarios; en consecuencia, entre los
valores que puedan ocurrir hay huecos (nimeros fraccionarios).

2) La variable «peso del estudiante» es un ejemplo de variable aleatoria
continua; los valores de la variable se encuentran midiendo el peso. Al medir,
puede ocurrir cualquier valor fraccionario; asi, a lo largo de la recta es posible
obtener cualquier valor.

3) Considere la variable «calificacion asignada por un juez» en una
competencia de patinaje artistico. Si se consideran algunas calificaciones que
ya se han asignado: 9.9, 9.5, 8.8, 10.0, y se observa la presencia de cifras
decimales, podria pensarse que todas las fracciones son posibles y concluir
que la variable es continua. Sin embargo, esto no es cierto; de hecho, entre
los valores posibles hay huecos y la variable es discreta.

Observacion: cuando intente determinar si una variable es continua o
discreta, recuerde analizar la naturaleza de la variable y piense en los valores
gue podria alcanzar. Fijar la atencién solamente en los valores de datos que

se han registrado puede ser enganoso.

Existe ademas una clasificacion de variables segun su influencia y estas son:

Variable independiente: es aquella caracteristica o propiedad que se supone
ser la causa del fendmeno estudiado; en investigacidn experimental se llama

asi a la variable que el investigador manipula.

Un tipo especial de variables son las de control, que modifican al resto de las
variables independientes y que de no tenerse en cuenta adecuadamente

pueden alterar los resultados por medio de un sesgo.
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Variables dependientes: son las variables de respuesta que se observan en
el estudio y que podrian estar influenciadas por los valores de las variables
independientes. La variable dependiente es el factor que es observado y

medido para determinar el efecto de la variable independiente.

Las variables, también suelen ser llamados caracteres cuantitativos, son
aquellos que pueden ser expresados mediante numeros. Ejemplos de
caracteres susceptibles de medicidon son la estatura, el peso, el salario y la
edad.

Organizacion de la informacion
Tabla de frecuencia simple y agrupada

Una vez que se ha aplicado algun método de coleccién de datos, entonces
estos datos se deben anadir a una matriz de datos de forma tal que se

conforma la base de datos estadisticos.

Una forma de organizar la informacion de la base de datos estadisticos es a
través de las tablas de frecuencias, que es una ordenacion en forma
de tabla de los datos estadisticos, asignando a cada dato su frecuencia

correspondiente.

Frecuencia absoluta: es elnimero de vecesque aparece un

determinado valor en un estudio estadistico y se representa por f;.

Observacion: la suma de las frecuencias absolutas es igual al niUmero total

de datos, que se representa por N.
f1+f2+f3+"'+fn :N

Para indicar resumidamente estas sumas se utiliza la letra griega = (sigma

mayuscula) que se lee suma o sumatoria.

n
Zfi =N
i=1
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Frecuencia relativa: la frecuencia relativa es el cociente entre la frecuencia
absoluta de un determinado valor y el nUmero total de datos. Se puede
expresar en tantos por ciento y se representa por n..

f;

Donde: n; = N

Observacion: la suma de las frecuencias relativas es igual a 1.

Frecuencia acumulada: la frecuencia acumulada es la suma de las
frecuencias absolutas de todos los valores inferiores o)

iguales al valor considerado y se representa por n;.

Frecuencia relativa acumulada: Ia frecuencia relativa acumulada es
el cociente entre la frecuencia acumulada de un determinado valory
el nUmero total de datos y se representa por N;. Se puede expresar en tantos

por ciento.

Ejemplo

Durante el mes de julio, en una ciudad se han registrado las siguientes

temperaturas maximas:

32, 31, 28, 29, 33, 32, 31, 30, 31, 31, 27, 28, 29, 30, 32, 31, 31, 30, 30, 29,
29, 30, 30, 31, 30, 31, 34, 33, 33, 29, 29.

En la primera columna de la tabla 1 colocamos la variable ordenada de menor
a mayor, en la segunda hacemos el recuento y en la tercera anotamos la

frecuencia absoluta.

Sin embargo, lo mas comun es utilizar una distribucion de frecuencias
agrupadas o tabla con datos agrupados, quese emplea cuando
las variables toman un nimero grande de valores o la variable estudiada es

continua. Se agrupan los valores en intervalos que tengan la misma
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amplitud denominados clases. A cada clase se le asigna su frecuencia

correspondiente.

Tabla 1. Se representa una tabla de frecuencia simple.

xi fi Fi n; Ni

27 1 1 0.032 0.032
28 2 3 0.065 0.097
29 6 9 0.194 0.290
30 7 16 0.226 0.0516
31 8 24 0.258 0.774
32 3 27 0.097 0.871
33 3 30 0.097 0.968
34 1 31 0.032 1

31 1

Para lograr obtener una distribucion de frecuencias agrupadas es necesario

determinar:

Limites de la clase: cada clase esta delimitada por el limite inferior de la
clase y el limite superior de la clase (o sea, el menor y mayor valor que se
alcanza en los datos en la clase).

Amplitud de la clase: la amplitud de la clase es la diferencia entre el limite
superior e inferior de la clase y se denota por a.

Marca de clase: la marca de clase es el punto medio de cada intervalo y
es el valor que representa a todo el intervalo para el calculo de algunos
parametros y se denota por C;.

Rango o recorrido: es la diferencia que existe entre el mayor valor y el
menor valor del nimero total de datos u observaciones; se denota por R y

se calcula como R = Xmax = Xmin.

Ejemplo

A continuacidén se muestran los siguientes datos:
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3, 15, 24, 28, 33, 35, 38, 42, 43, 38, 36, 34, 29, 25, 17, 7, 34, 36, 39, 44,
31, 26, 20, 11, 13, 22, 27, 47, 39, 37, 34, 32, 35, 28, 38, 41, 48, 15, 32, 13.
ler paso: se localizan los valores minimo y maximo de la distribucién. En este

caso son 3y 48.

2do paso: se restan y se busca un numero entero un poco mayor que la

diferencia y que sea divisible por el nimero de intervalos de queramos poner.
Es conveniente que el niumero de intervalos oscile entre 6 y 15.

En este caso, R = Xmax - Xmin = 48 — 3 = 45, si deseamos trabajar con intervalos
de amplitud a = 5, entonces por conveniencia podemos considerar el nUmero

R igual a 50. De esta forma el numero de intervalos es C = R/a = 50/5 = 10.

Se forman los 10 intervalos teniendo presente que el limite inferior de una
clase pertenece al intervalo, pero el limite superior no pertenece al intervalo,

pues se considera del siguiente intervalo.

Luego, se resume la informacidn en una tabla de frecuencia agrupada, como

se muestra en la tabla 2.

Tabla 2. Se representa una tabla de frecuencia agrupada.

Clases Ci fi Fi n; N;
[0-5) 2.5 1 1 0.025 0.025
[5-10) 7.5 1 2 0.025 0.050
[10-15) | 12.5 3 5 0.075 0.125
[15-20) | 17.5 3 8 0.075 0.200
[20-25) | 22.5 3 11 0.075 0.2775
[25-30) | 27.5 6 17  0.150 0.425
[30-35) | 32.5 7 24 0.175 0.600
[35-40) | 37.5 10 34 0.250 0.850
[40-45) | 42.5 4 38 0.100 0.950
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[45-50) | 47.5 2 40 0.050 1

40 1
Para representar la informacién estadistica resumida en las tablas de

frecuencia es habitual que se utilicen diferentes tipos de graficos. Uno de los
mas usados son los histogramas de frecuencia, los que pueden construirse
tomando como base la frecuencia absoluta o relativa, asi como las
observaciones o clases correspondientes en dependencia que se tome como
base una tabla de frecuencia simple o agrupada.

En la figura 2 se muestra un histograma de frecuencias absolutas que tomo

como base la informacion de la tabla 2.

Histograma de frecuencias absolutas
10

10
o...7 ...l
6 .
. 3
3.3 3. _
1 1. I
., B A

[0-5) [5-10) [10-15) [15-20) [20-25) [25-30) [30-35) [35-40) [40-45) [45-50)

Figura 2. Histograma de frecuencias absolutas.

B N W BB WU oD < B W

Por su parte, en la figura 3 se muestra un histograma de frecuencias relativas

gue también tomd como base la informacion de la tabla 2.

21



Histograma de frecuencias relativas
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Figura 3. Histograma de frecuencias relativas.
Regla de Sturges

w

La regla de Sturges es una regla que sirve para calcular el nUmero razonable
de clases o intervalos en los que se debe dividir un conjunto de datos. La
formula de la regla de Sturges establece que el nimero de clases es igual a
uno mas el logaritmo en base dos del nimero total de datos:

C=1+log, N
Donde C es el numero de clases o intervalos y N es el numero total de
observaciones de la muestra.
La mayoria de calculadoras solo permiten hacer calculos con logaritmos de
base 10. En tal caso, puedes utilizar esta formula equivalente:

log(N)
log(2)

Ahora que ya sabemos en qué consiste la regla de Sturges, vamos a mostrar

C=1+

un ejemplo que ilustre su aplicacion.

Ejemplo

Se ha medido la altura a una muestra de 50 personas diferentes y se han
registrado todos los valores en la tabla 3 de datos. Aplica la regla de Sturges
para dividir el conjunto de datos en intervalos y luego represente los datos en
un histograma de frecuencias absolutas.

Tabla 3. Altura de una muestra de 50 personas diferentes.
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Tabla de datos estadisticos
158 165 174 153 | 192
183 145 189 159 | 157
172 189 175 167 | 205
149 173 180 182 | 188
177 175 159 175 | 170
162 181 168 193 | 163
151 163 156 156 | 159
159 162 171 155 | 151

162 150 184 178 | 168
188 201 196 174 | 153
En primer lugar, tenemos que separar los datos en intervalos. En total hay 50

datos, por lo tanto, usamos la regla de Sturges con este valor:

C=1+log, N

C=1+log,50

C=1+5,64
=7

De modo que debemos separar los datos y agruparlos en siete intervalos.
Ahora necesitamos saber la amplitud de cada intervalo, para ello, simplemente
tenemos que dividir el valor maximo menos el valor minimo entre el niumero

total de intervalos:

Xmax — Xmin 205 -145 60
a = = _ —
C 7 7

= 8571 =9

En definitiva, tienen que haber 7 intervalos con una amplitud de 9. Una vez
hemos calculado los intervalos, tenemos que contar el nimero de veces que

aparece un dato en cada intervalo y construir la tabla de frecuencias:

Tabla 4. Clases y frecuencias absolutas de la variable altura.

Clases fi
[145-154) 7
[154-163) 12
[163-172) 8
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[172-181) 10
[181-190) 8
190-199) 3
[199-208) 2

Luego, en la figura 4 se muestra el histograma de frecuencias relativas de la

variable altura en una muestra de 50 personas diferentes.

Histograma de frecuencias absolutas
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Figura 4. Histograma de frecuencias absolutas para la variable peso.

Tarea en linea:

En el sitio web ProbabilidadyEstadistica.net hay disponible una «Calculadora

de la regla de Sturges»: https://www.probabilidadyestadistica.net/regla-de-

sturges/

Resumen y caracterizacion de la informacion

Estamos ahora en condiciones de caracterizar la informaciéon, resumiendo la
misma mediante un conjunto reducido de valores que describan las
caracteristicas generales de la distribucion de frecuencias. Para realizar esta

descripcién se utilizaran los parametros estadisticos.
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Parametro estadistico: es un nimero que se obtiene a partir de
los datos de una distribucién estadistica que sirve para sintetizar la
informacion.

Hay tres tipos de parametros estadisticos: de centralizacion, de posicion, de

dispersion.

Medidas de centralizacion

Al describir grupos de diferentes observaciones, con frecuencia es conveniente
resumir la informacidon con un solo numero. Este niUmero que, para tal fin,
suele situarse hacia el centro de la distribucion de datos se denomina medida
o parametro de tendencia central o de centralizaciéon. Dicho numero indican

en torno a qué valor (centro) se distribuyen los datos.

Las medidas de centralizacidn que estudiaremos son la media aritmética y la

moda.

Media aritmética: es el valor promedio de la distribucién que se obtiene al
sumar todos los datos y dividir el resultado entre el nimero total de datos; se
representa por X es el simbolo de la media aritmética y se calcula a partir de
la siguiente expresion

i1 Xi _ X1+ X+ X3 4+ Xy
N N

X =

Ejemplo
Los pesos de seis amigos son: 84, 91, 72, 68, 87 y 78 kg. Hallar el peso medio.
Solucion:

YN.Xi Xy +Xp+Xs+o+ Xy 84+ 91+ 72+ 68+ 87+ 78

T _ Li=1
X= N N 6

=80 kg

Media aritmética para datos agrupados: cuando los datos estan agrupados

en una tabla de frecuencias, la expresion de la media es:
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ilclfl — C1f1 + C2f2 + C3f3 + -+ CNfN

X =
N N

Donde
C; es la marca de clase del intervalo i-ésimo.

f, es la frecuencia absoluta de cada intervalo i-ésimo.

Ejemplo

En un test realizado a un grupo de 42 personas se han obtenido las

puntuaciones que muestra la tabla 5. Calcula la puntuacién media.

Tabla 5. Resultados agrupados de un test aplicado a 42 personas.

Clases Ci fi Ci-fi
[10, 20) 15 1 15
[20, 30) 25 200
[30,40) 35 10 350

(0]

[40, 50) 45 9 405
[50, 60) 55 8 440
[60,70) 65 4 260
[70, 80) 75 2 150

42 1820

Solucion

X iC=1 Cifi _ Cif; + Cof, + C3fy + -+ Ccfe

N N

_ 15+ 200 + 350 + 405 + 440 + 260 + 150
X= 42

1820

X = — = 43333
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Propiedades de la media aritmética

1. La suma de las desviaciones de todas las puntuaciones de una distribucion

respecto a la media de la misma igual a cero.

N

z(xi—i)=o

i=1
Ejemplo:

Las suma de las desviaciones de los nimeros 8, 3, 5, 12, 10 de su media

aritmética 7.6 es igual a 0:
> X -X)=(8-76)+(3-7.6)+(5—-7.6)+ (12 —-7.6) + (10 — 7.6)
> Xi-X)=04-46-26+44+24
YaXi=X) =0

2. La media aritmética de los cuadrados de las desviaciones de los valores de
la variable con respecto a un nimero cualquiera se hace minima cuando
dicho numero coincide con la media aritmética.

3. Si a todos los valores de la variable se les suma un mismo nimero, la media
aritmética queda aumentada en dicho nimero.

4. Si todos los valores de Ila variable se multiplican por un

mismo numero la media aritmética queda multiplicada por dicho niumero.
Observaciones:

1. La media se puede hallar sélo para variables cuantitativas.
2.La media es independiente de las amplitudes de los intervalos.

3. La media es muy sensible a las puntuaciones extremas.
Ejemplo:

Si tenemos una distribucidn con los siguientes pesos: 65 kg, 69kg, 65 kg, 72
kg, 66 kg, 75 kg, 70 kg, 110 kg.
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La media es igual a 74 kg, que es una medida de centralizacion poco

representativa de la distribucion.

4. La media no se puede calcular si hay un intervalo con una amplitud
indeterminada, porque no podemos calcular la marca de

clase correspondiente.

Moda: es el valor que mas se repite en una distribucién y
se representa porMo. Se puede  hallar |a moda para variables

cualitativas y cuantitativas.

Ejemplos:

1) Hallar la moda de la distribucién: 2, 3, 3,4, 4, 4,5, 5 Mo =4

2) Si en un grupo hay dos o varias puntuaciones con la misma frecuencia y
esa frecuencia es la maxima, la distribucion es bimodal o multimodal, es decir,
tiene varias modas.

1,1,1,4,4,5,5,5,7,8,9,9,9 Mo=1,5,9

3) Cuando todas Ilas puntuacionesde un grupo tienen Ila misma
frecuencia, no hay moda.

2,2,3,3,6,6,9,9

4) Si dos puntuaciones adyacentes tienen la frecuencia maxima, la moda es
el promedio de las dos puntuaciones adyacentes.

0,1,3,3,5/5,7,8 Mo = 4

Para el caso de datos agrupados el calculo de la moda se hace para dos casos
diferentes, cuando los intervalos de clase tienen la misma amplitud y cuando

tienen amplitudes diferentes.

I) Cuado los intervalos de clase tienen la misma amplitud:
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fi—fi—1 ]
(fi—fi—)+(fi—fiy1)

M0=Li+ d;

Donde:

L; es el limite inferior de la clase modal.

f; es la frecuencia absoluta de la clase modal.

f;_; es la frecuencia absoluta inmediatamente inferior a la clase modal.
f,+1 es la frecuencia absoluta inmediatamente posterior a la clase modal.
a; es la amplitud de clase.

Ejemplo

Calcule la moda de una distribucion estadistica dada por la tabla 6.

Tabla 6. Distribucion estadistica de una variable.

Clases fi
(60, 63) 5
(63, 66) 18
(66, 69) 42
(69, 72) 27
[72, 75) 8
100
Solucion
My=Li+——=t g =66+—0o0 __.3=67.846

(fi—fi—)+(fi—fiy1)

IT) Cuando los intervalos tienen amplitudes distintas:

(42—18)+42-27)

En primer lugar tenemos que hallar las alturas.
f.

hi - L
aj

La clase modal es la que tiene mayor altura.
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hj —hi,

° Po(hy —hin) + (hy —hyq)

Ejemplo

En la tabla 7 se muestran las calificaciones (suspenso, aprobado, notable y

sobresaliente) obtenidas por un grupo de 50 alumnos. Calcular la moda.

Tabla 7. Distribucion estadistica de las calificaciones de 50 alumnos.

Clases fi hi
[0, 5) 15 3
[5, 7) 20 10
[7, 9) 12 6
[9, 10) 3 3
50
hj —h;_,

M0=Li+

A
(hi —hj—q) + (b —hjyq)

10 -3

.2 =6.273
TA0—3)+(10-96)

M, =5

Medidas de posicion

Medidas de posicion: dividen un conjunto de datos en grupos con el mismo
numero de individuos. Para calcular las medidas de posicion es necesario que

los datos estén ordenados de menor a mayor.

Las medidas de posicidon que estudiaremos son:

» La mediana: divide |la serie de datos en dos partes iguales.

» Los cuartiles: dividen la serie de datos en cuatro partes iguales.
= Deciles: dividen la serie de datos en diez partes iguales.

» Percentiles: dividen la serie de datos en cien partes iguales.

La mediana: es la puntacion de la escala que separa la mitad superior de la

distribucién y la inferior, es decir divide la serie de datos en dos partes iguales.
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Es el valor que ocupa el lugar central de todos los datos cuando éstos
estan ordenados de menor a mayor. Se representa por Me y se determina sélo

para variables cuantitativas.

A continuacidén se muestran los pasos a seguir para el calculo de la mediana:

1. Ordenamos los datos de menor a mayor.

2. Si la serie tiene un numero impar de medidas la mediana es la puntuacion
central de la misma.
Ejemplo: 2, 3,4,4,5,5,5,6,6 Me= 5

3.Si la serie tiene wun numero parde puntuaciones la mediana es
la media entre las dos puntuaciones centrales.
Ejemplo: 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 Me= 9.5

Cuando los datos estan agrupados la mediana se encuentra en el primer
intervalo donde la frecuencia acumulada llega al menos a representar la mitad

de la suma de las frecuencias absolutas.

Es decir tenemos que buscar el intervalo en el que se encuentre N/2 .

N
> Fi—1

M€=Li+2fi dj

Donde:

L; es el limite inferior de la clase donde se encuentra la mediana.
N _ :
S €s la semisuma de las frecuencias absolutas.

F,_; es la frecuencia acumulada anterior a la clase mediana.
a; es la amplitud de la clase.
f; es la frecuencia absoluta asociada a la clase mediana.
Debe tenerse en cuenta que la mediana es independiente de
las amplitudes de los intervalos.
Ejemplo
Calcule la mediana de una distribucion estadistica que esta dada en la tabla 8:
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Tabla 8. Distribucidon estadistica de una variable.

Clases | fi Fi
[60,63) | 5 5
[63,66) | 18 23
[66, 69) | 42 65
[69, 72) | 27 92
[72,75) | 8 100
100

Solucion:

Para este caso

N/2 = 100/2 = 50

Clase modal: [66, 69)

M, = L, +§_Fii‘1 ca; =66+ 3 = 67.929

f

Los cuartiles: son lostres valoresde Ila variable que dividen a
un conjunto de datos ordenados en cuatro partes iguales. Qi, Qxvy
Qs determinan los valores correspondientes al 25%, al 50% y al 75% de

los datos; Q2 coincide con la mediana.

Calculo de los cuartiles
1. Ordenamos los datos de menor a mayor.

2. Buscamos el lugar que ocupa cada cuartil mediante la expresion

k-N
2 donde k=1,2,3

Caso de un numero impar de datos
Ejemplo: 2,5, 3,6,7,4,9
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Al ordenar de mayor a menor se obtiene:

Q1 Q2 Q3

= Caso de un numero par de datos
Ejemplo: 2,5, 3,4,6,7,1,9

Al ordenar de mayor a menor se obtiene:

1, 2, 3, 4,5 6, 7 9
2.5 45 6.5
) \) \)

Q1 Q2 Q3

» Cdlculo de los -cuartiles para datos
agrupados

En primer lugar buscamos en latabla de frecuencias acumuladas
k-N
la clase donde se encuentra 7 donde k=1,2,3

Luego, calculamos los cuartiles a través de la siguiente expresion:

k-N
T i

fi

Q=L +

Donde:

-a;, para k=1,23.

Li es el limite inferior de la clase donde se encuentra la mediana.
N es la suma de las frecuencias absolutas.
Fi-1 es la frecuencia acumulada anterior a la clase mediana.
ai es la amplitud de la clase.
Ejemplo
Calcular los cuartiles de la distribucion de la tabla 9.

Tabla 9. Distribucidn estadistica de una variable.

clases fi Fi
[50, 60) 8 8
[60, 70) 10 18
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[70, 80) 16 34
[80, 90) 14 48
[90, 100) 10 58
[100, 110) 5 63
[110, 120) | 2 65
65
Solucion:
= Calculo del primer cuartel % = 16.25
1625
7% 10— 6825
Q1 + 10
= Calculo del segundo cuartil
(65 - 2)/4 = 32.5
32.5—-18
Q, =70+ ———-10 = 79.0625
16
= Calculo del tercer cuartil
(65 - 3)/4 = 48.75
48.75 — 48
Q3 = 90+T' 10 =90.75

Los deciles: son los nueve valores que dividen la serie de datos en diez

partes iguales. Los deciles dan los valores correspondientes al 10%, al 20%...

y al 90% de los datos; Ds coincide con la mediana.

Calculo de los deciles
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1. En primer lugar buscamos en la tabla de las frecuencias acumuladas la clase

k-N
donde se encuentra o k=1,23,..,9

2. En segundo lugar aplicamos la férmula

I
Dk = Li + 18 *djy k = 1, 2, 3,..., 9

1

Donde:

Li es el limite inferior de la clase donde se encuentra la mediana.
N es la suma de las frecuencias absolutas.
Fi-1 es la frecuencia acumulada anterior a la clase mediana.
ai es la amplitud de la clase.
Ejemplo
Calcular los deciles de la distribucién de la tabla 10.

Tabla 10. Distribucion estadistica de una variable.

Clases fi Fi
[50, 60) 8 8
[60, 70) 10 18
[70, 80) 16 34
[80, 90) 14 48
[90, 100) 10 58

[100, 110) 5 63
[110, 120) 2 65
65

Solucion:
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= Calculo del primer decil:

k-N_1-65_65
10 10
k -N
10 i
Dy =L+ ———-a;
fi

= Calculo del segundo decil:

k-N_2:65_
10 10
k -N
10 i
Dy=L+—2—.a
fi

= Calculo del tercer decil:

k-N_3-65_195
10 10 7
k-N
10 i
Dk=Li+f-ai
i

» Calculo del cuarto decil

kN _ 4-65 ¢
10 10
k -N
10 Fin
Dk=Li+—-ai
fi

= Calculo del quinto decil

k-N_5-65_325
10 10 77
k -N
10 Fi
Dy =L +—2——a
fi

» Calculo del sexto decil

1-65
10 — 0
D,=50+—20 .10 =58125
2 -65
D =60+10—_8-10=65
2 10
8
Dy = 70 + .10 = 70.938
16
D, = 70 41.065_18 10 = 75
s =70 16 -
5565 1
D5 = 70 + ——— 10 = 79.063
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0 - 10
k -N 6-65
10 Fi-1 1034
Dy =L; + . Dy = 80 + .10 = 83.571
f; 14
= Calculo del séptimo decil
k-N_7-65 .
10 10
k -N 7-65
10 i 104
f; 14
= Calculo del octavo decil
k-N_865
10 10
kN 8:65
D, = I, 4 10__ it D, = 904+ 0% 10— o4
= Calculo del noveno decil
K-N_9:65_ .
10 10 T
kN 9:.65
10— Fi 108
Dy =Li+————"a Dy = 100 + —————"10 = 101
i

Los percentiles: son los 99 valores que dividen la serie de datos en 100
partes iguales. Los percentiles dan los valores correspondientes al 1%, al

2%... y al 99% de los datos. Pso coincide con la mediana.

Calculo de los percentiles:

1. En primer lugar buscamos en la tabla de las frecuencias acumuladas la clase
k-N
donde se encuentra Too’ k=1, 2,3,..,99.

2. En segundo lugar aplicamos la féormula
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k-N

——Fj_
B = Lj + 22 ~-a;, k=1,2,3,..,99

Donde:

Li es el limite inferior de la clase donde se encuentra la mediana.
N es la suma de las frecuencias absolutas.
Fi-1 es la frecuencia acumulada anterior a la clase mediana.

ai es la amplitud de la clase.

Ejemplo

Calcular el percentil 35 y 60 de la distribucion de la tabla 11.

Tabla 11. Distribucion estadistica de una variable.

Clases fi Fi
[50, 60) 8 8
[60, 70) 10 18
[70, 80) 16 34
[80, 90) 14 48
[90, 100) 10 58

[100, 110) 5 63
[110, 120) 2 65
65

Solucion:

= Percentil 35

kN _ 3565

100 T




XN b, 35:65_ g
P = Lj + 10— a; Pys = 70 + 22— 10 = 72.969

i

= Percentil 60

k-N 60 -65
= =39

100 100
k;N—Fi—1 6065 o,
Po=L +120 . g P, =80 +2% .10 = 83.571

f; 14
Medidas de dispersion

A continuacién estudiaremos las medidas de dispersion

Las medidas de dispersion: nos informan sobre cuanto se alejan del centro

los valores de la distribucion.

Las medidas de dispersion que estudiaremos son:

= El Rango o recorrido: es la diferencia entre el mayor y el menor de los
datos de una distribucién estadistica.

= Desviacion media: es la media aritmética de los valores absolutos de
las desviaciones respecto a la media.

= Varianza: es la media aritmética del cuadrado de las desviaciones respecto
a la media.

= Desviacion tipica: es la raiz cuadrada positiva de la varianza.

Rango o recorrido: es la diferencia entre el mayor (Xmax) Y el menor
(Xmin) de los datos de una distribucidn estadistica, se denota por R y se calcula

a partir de la siguiente expresion: R = X ax — Xmin

Ejemplo

Calcular el rango o recorrido de la distribucion siguiente:
93,8,8,2,10,9, 8,9, 18

Solucion:

En este caso Xmax = 18 y  Xmin = 2

Entonces R=Xpax —Xmin = 18 -2 =16
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Desviacion media: es la media aritmética de los valores absolutos de las
desviaciones respecto a la media, se representa por Dm y se calcula a partir
de las siguientes expresiones:

1) Para datos no agrupados

Yk =X % =R+ |x —X| 4 [x3 = %] + - + [xy — X
N N
2) Para datos agrupados

Dy =

Ziczlfi. |C1_)_(| fl - |C1_§| +f2 - |C2 _Xl +f3 - |C3 _il ++fc |CC_X|
Dm = =
N N
Donde:
N es la cantidad de observaciones de la muestra.
C; es la marca de clase del intervalo i-ésimo.

f, es la frecuencia absoluta de cada intervalo i-ésimo.

Ejemplos:

1) Calcular la desviacién media de la distribucién:
9 38,8,9,8,9, 18

Solucion:

Primero se determinara la media

ziN=1xi_9+3+8+8+9+8+9+18_9

X=X 8

YN Ix—%|] _ |9-9|+|3—9|+|8—9|+|8—9|+|9—9|+|8-9]+|9—9|+|18-9|
Dp = N = 5 =2.25

2) Calcular la desviacion media para datos agrupados si los datos vienen

agrupados en la tabla 12.

Tabla 12. Distribucién estadistica de una variable para datos agrupados.

Clases GCi fi
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[10, 15) | 12.5 3
[15, 20) | 17.5 5
[20, 25) | 22.5 7
[25,30) | 27.5 4
[30, 35) | 32.5 2

21

Solucion:

C1f1 +C2f2 +C3f3 + .+ CCfC _ 12.5 " 3 + 17.5 * 5 + 22.5 - 7+ 27.5 '4‘+ 32.5 '2

*= N 21

X = 21.786

D _Zlczlfllcl_)_(l_fl|C1_X|+f2|C2_§|+f3|C3_§|+f4|C4_§|+f5|C5_§|
m =

N - N

_3-112.5-21.786| + 5 [17.5 — 21.786| + 7 - [22.5 — 21.786| + 4 - |27.5 — 21.786| + 2 - |32.5 — 21.786|
- 21

D,, = 4.694

La varianza: es la media aritmética del cuadrado de las desviaciones
respecto a la media de una distribucion estadistica; se representa por Varx y

se calcula a partir de las siguientes expresiones:
1) Para datos no agrupados

LG =X X=X+ X=X+ X3 =X)? + -+ Xy — X)?

VarX =
ar N N

2) Para datos agrupados

Zic=1fi'(ci_x)2 _fl'(c1 _X)Z + £, (G, _X)Z + 3 (C3 —X)Z +"'+fc'(cc—i)2

VarX =
ar N N

Para simplificar el calculo de la varianza podemos utilizar las siguientes

expresiones que son equivalentes a las anteriores:

1) Para datos no agrupados
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XXX X

V. = __XZ _XZ
ar X N .

=1

2) Para datos agrupados
C

VaFXZZfi.XiZ—XZ :fl.clz‘|'f2'sz‘I‘fg'c32+-..+fC-CCZ_XZ

1 N N

1=

Ejemplos

1) Calcular la varianza de la distribucién: 9, 3, 8, 8, 9, 8, 9, 18

Solucion:
_ YN X, 9+3+8+8+9+8+9+18

=1 _
X: = _9

N 8
Var X = P:l(ci - K)Z _ (X1 - X)Z + (XZ - X)Z + (X3 — K)Z + .+ (XN _ X)Z

N N

Varx 2 O+ B -9+ (®-9°+(8-9°+(9-9)°+(8-9"+(9-9)"+ (18- 9)°
ar = -
Var X = 15

2) Calcular la varianza de la distribucion de la tabla 13.

Tabla 13. Distribucidén estadistica de una variable para datos agrupados.

Clases G f

[10,20) 15 1
[20,30) 25 8
[30,40) 35 10

[40, 50) 45 9
[50,60 55 8
[60,70) 65 4
[70,80) 75 2
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Solucion:

]l

C1f1 + szz + C3f3 + + Cch

N
_ 15+1+425-8+35-104+45 -9+ 55 -8+65-4+75-2
% = = 43333
42
C f.(C.=X)2
VarX=21_1ll(\Il )=218.68

Propiedades de la varianza

1.

La varianza sera siempre un valor positivo o cero, en el caso de que las
puntuaciones sean iguales.

. Si a todos los valores de la variable se les suma un numero la varianza no
varia.

. Si todos los valores de la variable se multiplican por
un numero la varianza queda multiplicada por el cuadrado de
dicho numero.

.Si tenemos varias distribuciones con la misma media y conocemos sus

respectivas varianzas se puede calcular la varianza total.

a) Si todas las muestras tienen el mismo tamafo:

Var X; + Var X, + Var X3 + --- + Var Xy
VarX = N

b) Si las muestras tienen distinto tamafo kq, k,, ks, ..., ky:

ky - VarX; + k; - Var X, + k3 - Var X5 + --- + k, - Var Xy

Var X =
ar k1+ k2+ k3++ kN

Observaciones sobre la varianza

1.La varianza, al igual que la media, es un indice muy sensible a las

puntuaciones extremas.

2.En los casos que no se pueda hallar la media tampoco sera posible hallar

la varianza.
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3. La varianza no viene expresada en las mismas unidades que los datos, ya

gue las desviaciones estan elevadas al cuadrado.

La desviacion tipica: es la raiz cuadrada de la varianza, o sea, es la raiz
cuadrada de la media de los cuadrados de las puntuaciones de desviacion; se
representa por S y se calcula a partir de las siguientes expresiones:

1) Para datos no agrupados

N -X)2 j(xl “X)2 4 (X — K2 + (K — K2 + -+ + (Xy — X)?

S=\/VarX=\/ N N

2) Para datos agrupados

S = VVarX = \/Zilfi (G =X
N

fi-(C.—X)2+£,-(C; —X)2+f3-(C3—X)% + -+ fy - (Cy — X)?
N

S = \/Vaer\/

Para simplificar el calculo vamos o utilizar las siguientes expresiones que son

equivalentes a las anteriores.

1) Para datos no agrupados

2 2 2 2
i —Xzz\/xl +X2 +>l(\l3 +"‘+XN —XZ

2) Para datos agrupados

S =

C
f; - X2 %2 _\/fl-C12+f2-C22+f3-C32+---+fC-CC2 2
N B N

i=1
Ejemplos
1) Calcular la desviacidn tipica de la distribucién: 9, 3, 8, 8, 9, 8, 9, 18.

Solucion
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X =

S

S

S

ziNzlxi_9+3+8+8+9+8+9+18_9

N 8
LK -X? K =X+ (X =X+ (K = X)2 4+ (X — X)?
B N B N
_(9-9*+(B-92+(8-9°+(8-92+(9-9*+(8-9)>+(9-9)"+ (18 - 9)
B 8
=3.873

2) Calcular la desviacion tipica de la distribucion de la tabla 13.

Solucion

ol

o]l

S

C1f1 + szz + C3f3 + + CCfC
N

15-1+25-8+35-10+45 -9+ 55 -8+65-4+75-2

= 43.333
42

€L fi(C—X)2
_ \/21—1 1 IEII ) =1+/218.68 = 14.797

Propiedades de la desviacion tipica

1.

La desviacidn tipica sera siempre un valor positivo y es igual a cero cuando

todas las puntuaciones son iguales.

.Si a todos los valores de la variable se les suma un nimero la desviacion

tipica no varia.

. Si todos los valores de la variable se multiplican por

un numero la desviacion tipica queda multiplicada por dicho nimero.

.Si tenemos varias distribuciones con la misma media y conocemos sus

respectivas desviaciones tipicas se puede calcular la desviacion tipica total.

a) Si todas las muestras tienen el mismo tamafo:

S = \/Var Xy +VarX, + Var X; + --- + Var Xy
Bl N
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b) Si las muestras tienen distinto tamafio ky,k,, K3, ..., ky:

kq - VarX; + k; - Var X, + k3 - Var X5 + --- + k;, - Var Xy

S: k1+k2+k3++k]\]

Observaciones sobre la desviacion tipica

1. La desviacion tipica, al igual que la media y la varianza, es un indice muy
sensible a las puntuaciones extremas.

2.En los casos que no se pueda hallar la media tampoco sera posible hallar
la desviacion tipica.

3. Cuanta mas pequefia sea la desviacion tipica mayor sera la concentracion

de datos alrededor de la media.

El coeficiente de variacion: es la relacidon entre la desviacion tipica de una
muestra y su media; lo representaremos por CV y se calculara a partir de la

siguiente expresion:

Desviacion Tipica S
~ Media Aritmética X

El coeficiente de variacion se suele expresar en porcentajes:

El coeficiente de variacidn permite comparar las dispersiones de dos
distribuciones distintas, siempre que sus medias sean positivas. Se calcula
para cada una de las distribuciones y los valores que se obtienen se comparan
entre si. La mayor dispersion correspondera al valor del coeficiente de

variacion mayor.
Ejemplo
Una distribucién tiene x = 140y S = 28 y otra x = 150 y S = 24 {Cudl de las

dos presenta mayor dispersion?
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Solucion

La primera distribucion presenta mayor dispersién.
Medidas de forma

Este tipo de medidas permite conocer la forma de la distribucién sin necesidad
de recurrir a su representacién grafica. Existen dos tipos de medidas de forma:
asimetria y curtosis. Para clasificar la distribucion segun estas medidas, se

establece en ambos casos una tipologia de distribuciones.

Asimetria: es una medida que indica el grado de simetria (o asimetria) de
una distribucidon respecto a su media. Es decir, la asimetria es un parametro
estadistico que sirve para determinar cuanto de simétrica (o asimétrica) es

una distribucidn sin necesidad de representarla graficamente.

Como eje de simetria consideramos una recta paralela al eje de ordenadas que

pasa por la media de la distribucidn.

Asi pues, una distribucidn asimétrica es aquella que tiene un numero de
valores a la izquierda de la media diferente de los que tiene a su derecha. En
cambio, en una distribucidon simétrica hay el mismo numero de valores a la

izquierda y a la derecha de la media.

Se distinguen tres tipos de asimetria:

= Asimetria positiva: la distribucion tiene mas valores diferentes a la
derecha de la media que a su izquierda.

= Simetria: la distribucién tiene el mismo numero de valores a la izquierda
que a la derecha de la media.

= Asimetria negativa: la distribucion tiene mas valores diferentes a la

izquierda de la media que a su derecha.
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En la figura 5 se representa genéricamente los tipos de simetria (o asimetria)

de una distribucion respecto a su media.

Asimetria positiva Simetria Asimetria negativa

Media Media Media

- « -
= =

Figura 5. Tipos de simetria (o asimetria) de una distribucion estadistica.
Fuente: Asimetria y curtosis. ProbabilidadyEstadistica.net.

https://www.probabilidadyestadistica.net/asimetria-y-curtosis/

La medida mas popular de asimetria es el coeficiente de asimetria de Fisher,

que para los datos agrupados viene dado por la siguiente expresion:

1 —
my 7 2i=1(C — X
gl = S3 = 3

Gk

Cuya interpretacion es:

= Si g1 > 0, la distribucidon es asimétrica positiva
= Sig: =0, la distribucién es simétrica.

» Si g1 < 0, la distribucidon es asimétrica negativa.

Observacion: el coeficiente de asimetria de Fisher es invariante frente a

cambios de origen y de escala.

La curtosis: (también Illamada apuntamiento), indica el grado de

concentracion de una distribucion alrededor de su media.
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Es decir, la curtosis muestra si una distribucién es escarpada o achatada. En
concreto, cuanto mayor sea la curtosis de una distribucion mas escarpada (o

apuntada) es.

Hay tres tipos de curtosis:

= Leptocirtica: la distribucion es muy apuntada, es decir, los datos estan
muy concentrados alrededor de la media. En concreto, las distribuciones
leptocurticas se definen como aquellas distribuciones mas apuntadas que la
distribucién normal.

= Mesocurtica: la curtosis de la distribucidon es equivalente a la curtosis de
la distribucién normal. Por tanto, no se considera ni apuntada ni achatada.

= Platicartica: la distribucidon es muy achatada, es decir, la concentracién en
torno a la media es baja. Formalmente, las distribuciones platiclrticas se
definen como aquellas distribuciones mas achatadas que la distribucién

normal.

En la figura 6 se representa genéricamente los tipos de curtosis de una

distribucién respecto a su media.

Leptocirtica Mesocturtica Platicurtica

A A [

Figura 6. Tipos de curtosis de una distribucién estadistica.

Fuente: Asimetria y curtosis. ProbabilidadyEstadistica.net.

https://www.probabilidadyestadistica.net/asimetria-y-curtosis/

La comparacion se realiza respecto a una distribucién «moderada» como es la

distribucién normal (mesocurtica).

El coeficiente de curtosis viene dado por:
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1 —
m4 _ HZle(Cl - X)4]cl

82=g; — 3= 1
[F 260 (C - D2

~ g4 2

Que se interpreta del siguiente modo:

= Sig> =0, la distribucién es mesocurtica o normal.
= Si gz > 0, la distribucién es leptocurtica o por encima de lo normal.

= Si g < 0, la distribucién es platicurtica o por debajo de la normal.

Al igual que el coeficiente de asimetria de Fisher, el coeficiente de curtosis es

invariante frente a cambios de origen y de escala.

Puntuaciones diferenciales y puntuaciones tipicas

En ocasiones para llevar a cabo el analisis de los datos realizamos algunas
transformaciones a los mismos que posibilitan extraer nuevas

representaciones o conclusiones.

A partir de las puntuaciones diferenciales y las puntuaciones tipicas pueden

lograrse algunas transformaciones a los datos, lo cual facilita su analisis.

Puntuaciones diferenciales: resultan de restarles a l|as puntuaciones

directas la media aritmética y se calculan a través de la siguiente expresion:

Xi:Xi—X

Ejemplo
1) Encuentre las puntuaciones diferenciales a partir de la distribucion: 9, 3, 8,
8,9 8,9, 7, 10.

Solucion:

P Xi_9+4+8+8+9+8+9+47+10

X:il
N 9
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Puntuaciones directas: Transformacion Puntuaciones diferenciales:
X; x; =X;—X X;
9 9-8 1
5 5-8 -3
8 8-8 0
8 8-8 0
9 9-8 1
8 8-8 0
9 9-8 1
7 7 -8 -1
9 9-8 1

Las puntuaciones tipicas: son el

diferenciales entre la desviacion tipica,

resultado de dividir las puntuaciones

a este proceso se llama tipificacion.

Las puntuaciones tipicas se representan por z y se calculan a partir de la

siguiente expresion

X;—X
S

7 =

Observaciones sobre puntuaciones tipicas

1. La media aritmética de las puntuaciones tipicas es 0.

2. La desviacion tipica de las puntuaciones tipicas es 1.

3. Las puntuaciones tipicas son adimensionales, es decir, son independientes

de las unidades utilizadas.

4.lLas puntuaciones tipicas se utilizan para comparar las puntuaciones

obtenidas en distintas distribuciones.

Ejemplo

En una clase hay 15 alumnos y 20 alumnas. El peso medio de los alumnos es

58.2 kg y el de las alumnas y 54.4 kg. Las desviaciones tipicas de los dos

grupos son, respectivamente, 3.1 kg y 5.1 kg. El peso de José es de 70 kg y
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el de Ana es 65 kg ¢Cual de ellos puede, dentro del grupo de alumnos de su

sexo, considerarse mas grueso?

Solucion:
_xi—X_70—58.2_3806
1= s = 31
, _xi—i_65—52.4_2471
> s 51 7

José es mas grueso respecto de su grupo que Pilar respecto al suyo.

Las graficas estadisticas

La representacién grafica o visualizacion de los datos es importante para

cualquier analisis de datos. Es una herramienta muy eficaz, ya que un buen

grafico capta la atencion del lector, presenta la informacién de forma sencilla,

clara y precisa, no induce a error y facilita la comparacién de datos. Ademas,

destaca las tendencias y las diferencias, y ayuda a ilustrar el mensaje, tema o

trama del texto al que acompana.

Debe senalarse que unos de los graficos estadisticos de uso mas frecuentes

son los de barras, circulares, de caja, de bigote y de tallo y hojas. A

continuacion se brinda una explicacién de sus caracteristicas.

Grafico de barras

Un grafico de barras (bar graph) es una representacion grafica de los

resultados de un analisis estadistico. El grafico consta de barras para cada

dato representado. Las anchuras de estas barras son iguales, pero las

longitudes varian segun la importancia del valor.

Estas barras se colocan generalmente en 2 ejes que pueden invertirse

dependiendo de si se quiere hacer un grafico de barras horizontal o vertical.

Caracteristicas de un diagrama de barras:

» Se compone de columnas o barras de diferentes alturas, estas pueden ser
horizontales o verticales.

» Tiene un eje horizontal o eje x, donde se ubica una variable.
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= Tiene un eje vertical o eje y, donde se ponen los valores que determinan la

altura de las barras. A estos nimeros se les conoce como frecuencia.

= El ancho de las barras y el espacio entre cada una debe ser el mismo.

= Las barras también sirven para comparar valores.

Ejemplo

La siguiente distribucion de datos representa la ganancia mensual expresada

en miles de délares de cinco empresas de Ecuador: 160, 20, 40, 120, 60.

Represente mediante un grafico de barra esta distribucion de datos.

Solucion

En este caso nos apoyaremos del software Microsoft Excel. Es por ello que la

tabla esta disefiada con la estructura que necesita este software para obtener

el grafico circular.

Empresas Ganancia mensual
(miles de dodlares)
Empresa 1 160
Empresa 2 20
Empresa 3 40
Empresa 4 120
Empresa 5 60

Una vez seleccionado el tipo de grafico de barra en este software, al tomar

como base los datos de la tabla, se obtuvo la figura 7.
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Ganancia mensual (miles de délares)
180
160
160
140
120
120
100
80
60
60
40
40
. l
20
o ]
Empresal Empresa 2 Empresa 3 Empresa 4 Empresa 5

Figura 7. Ejemplo de grafico de barras para una distribucién de datos.

Otros ejemplos de graficos de barra son los representados en las figuras 2, 3

y 4. En este caso tienen la peculiaridad de ser histogramas de frecuencia.
Grafico circular

Una grafica circular (pie chart), también llamada grafica de pastel, es una
forma de resumir un conjunto de datos nominales o de presentar los diferentes
valores de una variable determinada, por ejemplo, una distribucidn porcentual.
Los porcentajes se utilizan porque es mas facil representar diversos
subconjuntos sobre determinada categorias respecto al conjunto total que

representa el 100%.

Este tipo de grafico estd formado por un circulo dividido en sectores. Cada
sector representa una categoria particular. El area de cada sector es la misma

proporcién del circulo que la categoria es del total de los datos.

Las graficas circulares suelen mostrar una parte de un conjunto. A veces se
separa una zona del resto del circulo para destacar la importancia de la
informacion. Esto se llama un grafico circular desglosado. Este es uno de los

tipos de graficos mas populares para la visualizacion de datos.
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Los graficos circulares deben emplearse con cuidado por dos razones:

= Son Uutiles para presentar la informacién cuando sélo hay un maximo de
cinco o seis elementos. Si hay mas elementos, la figura creada sera
demasiado dificil de entender.

= Los graficos circulares no son utiles cuando los valores de los componentes
son demasiado similares porque puede ser dificil ver las diferencias de

tamaho.
Ejemplo
Para la propia distribucién de datos del ejemplo anterior, represente mediante
un grafico circular la misma.

Solucion

En este caso nos apoyaremos también en las facilidades que ofrece el software
Microsoft Excel. La tabla esta disefada con la estructura que necesita este

software para obtener el grafico circular.

Empresas Ganancia mensual
(miles de dodlares)
Empresa 1 160
Empresa 2 20
Empresa 3 40
Empresa 4 120
Empresa 5 60

Una vez seleccionado el tipo de grafico circular en este software, al tomar

como base los datos de la tabla, se obtuvo la figura 8.
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Ganancia mensual (miles de délares)

m Empresal = Empresa2 = Empresa3 =~ Empresa4 m Empresa 5

Figura 8. Ejemplo de grafico circular para una distribucién de datos.

Si quisiéramos comparar la ganancia de las empresas tomando como base la
distribucién porcentual, en el software Microsoft Excel solo habria que
seleccionar esta opcién en las opciones de etiqueta. Para este caso se disefid

el figura 9.

Ganancia mensual (miles de délares)

uEmpresal = Empresa2 = Empresa3 © Empresad4 = Empresa b

Figura 9. Ejemplo de grafico circular para una distribuciéon porcentual.
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Grafico de caja y bigotes

El grafico de caja y bigotes (box and whisker plot) es una forma de
presentacién estadistica destinada, fundamentalmente, a resaltar aspectos de
la distribucion de las observaciones en una o mas series de datos cuantitativos.
Reemplaza, en consecuencia, al histograma y a la curva de distribucidon de
frecuencias sobre los que tiene ventajas en cuanto a la informacidn que brinda
y a la apreciacion global que surge de la lectura. Fue ideado por John Tukey,
de la Universidad de Princeton (U.S.A.) en 1977.

Este grafico utiliza una sola escala: la correspondiente a la variable de los
datos que se presentan. Es decir, no utiliza escala de frecuencias. Por lo tanto,
no corresponde asociarlo a los que utilizan el sistema de coordenadas

cartesianas. Los elementos que los constituyen son:

= La caja: es un rectangulo que abarca el recorrido (o rango, o intervalo)
intercuartilico (RIC) de la distribucidn; o sea, el tramo de la escala que va
desde el primer cuartil (Qi1) al tercer cuartil (Q3). Esto incluye el 50 % de
las observaciones centrales.

= Mediana: se dibuja mediante una linea (algunos lo marcan con un
asterisco, otros con una cruz) dentro de la caja y a la altura de la escala que
corresponde al valor de esa medida.

= Bigotes: son lineas que salen a los costados de la caja y que sirven como
referencia para ubicar las observaciones que estan por fuera del 50 %
central de la distribucién. (Para determinar su longitud: ver explicacién mas
adelante).

» Cercados interiores: indica la finalizacién de los bigotes. A veces no se
dibujan.

= Cercados exteriores: ubicados mas periféricamente en la distribucién.
Casi nunca se dibujan.

» Periféricos (o periféricos proximos): sefialamiento de las observaciones

que se encuentran entre el cercado interior y el cercado exterior.
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= Periféricos lejanos (o periféricos extremos): sefalamiento de las

observaciones que se encuentran fuera del cercado exterior.

Ejemplo

Dada la distribucién de frecuencias de la edad de un colectivo de 20 personas.
36 25 37 24 39 20 36 45 31 31
39 24 29 23 41 40 33 24 34 40

Encuentre el grafico de caja y bigotes.

Solucion

Para calcular los parametros estadistico, lo primero es ordenar la distribucion:

20 23 24 24 24 25 29 31 31 33 34 36 36 37 39 39 40 40 41 45

Luego, se procede al calculo de cuartiles:

Qi, el cuartil primero es el valor mayor que el 25% de los valores de la
distribucién. Como N = 20 resulta que N/4 = 5; el primer cuartil es la media

aritmética de dicho valor y el siguiente:
Qi=(24 + 25) / 2 = 24,5

Q2, el segundo cuartil es, evidentemente, la mediana de la distribucion, es el
valor de la variable que ocupa el lugar central en un conjunto de datos
ordenados. Como N/2 =10; la mediana es la media aritmética de dicho valor

y el siguiente:
me = Q2 = (33 + 34)/ 2 =33,5

Qs , el tercer cuartil, es el valor que sobrepasa al 75% de los valores de la

distribuciéon. En nuestro caso, como 3N / 4 = 15, resulta
Q2=(39+39)/2 =239

Luego se procede a dibujar el grafico de caja y bigotes (ver figura 10).
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20 245 33.5 39 45
1

Xmin Q4 Q- Qs Xmax

Figura 10. Grafico de grafico de caja y bigotes.

»= El bigote de la izquierda representa al colectivo de edades (Xmin, Q1).

» La primera parte de la caja a (Q1, Q2).

» La segunda parte de la caja a (Q2, Q3)

» El bigote de la derecha viene dado por (Qsz, Xmax).

= Puede observarse que los datos estan algo mas agrupados a la derecha de

la mediana me = Q2 = 33,5 que a su izquierda.

Existen varios softwares estadisticos que se pueden utilizar para disefar un
grafico de caja y bigotes, entre ellos estdan el IBM SPSS, RStudio y el
STATISTICA.

Grafico de tallo y hojas

El grafico de tallo y hojas (stem-and-leaf graphic) permite obtener
simultdaneamente una distribucion de frecuencias de la variable y su
representacion grafica. Para construirlo basta separar en cada dato el ultimo
digito de la derecha (que constituye la hoja) del bloque de cifras restantes

(que formara el tallo).

Esta representacion de los datos es semejante a la de un histograma pero

ademas de ser faciles de elaborar, presentan mas informacién que estos.

Ejemplo
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Horarios de trenes

Basandome en un articulo de Juan C. Dirsteler en InfoVis.net, tomamos como
ejemplo un horario de trenes confeccionado a partir de un diptico de la linea
Castelldefels-Barcelona/Sants recogido en la estacion de Renfe (Tabla 14).
Originalmente el horario ocupa una tabla de 10 filas y 9 columnas mas una
columna «viuda» con el tren de las 22:38. Un total de 91 campos con formato

hh.mm (hora:minuto) cada uno, 455 caracteres.

Tabla 14. Diptico original Trayecto Castelldefels -> Barcelona-Sants

5.03 7.32 9.02 11.07 13.32 15.07 16.50 18.32 20.07 22.38
6.02 7.37 9.07 11.32 13.37 15.20 17.02 18.37 20.20
6.18 7.50 9.24 11.37 13.50 15.32 17.07 18.50 20.32
6.37 8.02 9.32 12.02 14.02 15.37 17.20 19.02 20.37
6.48 8.05 9.37 12.07 14.07 15.50 17.32 19.07 20.50
6.55 8.20 10.02 12.32 14.20 16.02 17.37 19.20 21.02
7.02 8.24 10.07 12.37 14.32 16.07 17.50 19.32 21.07
7.07 8.32 10.32 13.02 14.37 16.20 18.02 19.37 21.20
7.20 8.37 10.37 13.07 14.50 16.32 18.07 19.50 21.32

7.25 8.51 11.02 13.20 15.02 16.37 18.20 20.02 21.37

Fuente: Juan C. Dirsteler en InfoVis.net.
Solucion

En el grafico de tallo y hojas se representa la hora a la izquierda de la barra
de separaciéon | y los minutos de la salida de cada tren a la derecha (figura
11). La frecuencia de los trenes se deduce facilmente de la longitud de las filas
y es, ademas, muy facil ver en qué minutos de cada hora pasan tipicamente

los mismos.
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05| 03

06 | 02 18 37 48 55

07 | 02 07 20 25 32 37 50
08 | 02 05 20 24 32 37 51
09 | 02 07 24 32 37

10 | 02 07 32 37

11| 02 07 32 37

12| 02 07 32 37
1310207 2032 37 50
14 |1 02 07 20 32 37 50
1510207 20 32 37 50
16 | 02 07 20 32 37 50
1710207 20 32 37 50
18 1 02 07 20 32 37 50
191 0207 20 32 37 50
20 | 02 07 20 32 37 50
21| 02 07 20 32 37
22 | 38

Figura 11. Grafico de tallo y hojas basado en el horario de trenes. Fuente:

Juan C. Dirsteler en InfoVis.net.

Por otra parte, dado que a algunas horas se repite exactamente el horario de
los trenes se puede reducir aun mas el tamafio del grafico, sin perder

informacion y ganando en claridad (ver figura 12).

051 03

06 | 02 18 37 48 55
0710207 20 25 32 37 50
08 | 02 05 20 24 32 37 51
09 | 02 07 24 32 37

10 11 12| 02 07 32 37
131415161718 1920 | 02 07 20 32 37 50

21 | 02 07 20 32 37
22 | 38

Figura 12. Grafico de tallo y hojas reducido basado en el horario de trenes.

Fuente: Juan C. Dursteler en InfoVis.net.
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CAPITULO II. PROBABILIDADES

Introduccion
La teoria de la probabilidad se usa extensamente en areas como la Estadistica,
la Fisica, la Matematica, las ciencias y la Filosofia para extraer conclusiones
sobre la probabilidad discreta de sucesos potenciales y la mecanica subyacente
discreta de sistemas complejos, por lo tanto, es la rama de las matematicas
gue estudia, mide o determina a los experimentos o fendmenos aleatorios.
Se puede decir razonablemente que el descubrimiento de métodos rigurosos
para calcular y combinar los céalculos de probabilidad ha tenido un profundo
efecto en la sociedad moderna. Por consiguiente, puede ser de alguna
importancia para la mayoria de los ciudadanos entender cémo se calculan los
pronosticos y las probabilidades, y como contribuyen a la reputacién y a las
decisiones, especialmente en una democracia.
Otra aplicacion significativa de la teoria de la probabilidad en el dia a dia es en
la fiabilidad. Muchos bienes de consumo, como los automoéviles y la electrénica
de consumo, utilizan la teoria de la fiabilidad en el diseno del producto para
reducir la probabilidad de averia. De forma general, elementos de esta teoria
pueden utilizarse practicamente para el estudio de cualquier fendémeno
aleatorio.
Conceptos basicos y operaciones entre sucesos
La teoria de las probabilidades se origind fundamentalmente como una teoria
de los juegos de azar, dado que aunque estos juegos eran conocidos desde la
antigiedad, las probabilidades se originan cuando estos juegos se
popularizaron.
Diversos hombres de ciencia lograron hacer importantes aportes a la teoria de
las probabilidades en sus origenes, entre ellos:

= Pascal (1623-1662) = Huygers (1629-1695)

* Fermat (1601-1665) = Bernoulli (1654-1705)

» Galileo (1564-1642)
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Conceptos basicos

En los mas variados campos del saber humano se presentan experimentos en

los que es imposible conocer de antemano el resultado que se va a obtener.

Por ejemplo:

a) El lanzamiento de un dado ordinario (no se conoce el nuUmero que se va a
obtener en cada lanzamiento).

b) El lanzamiento de una moneda (no sabemos de antemano si va a salir cara
0 Ccruz).

c) El ndmero de nifios y niflas que naceran a una hora determinada en cierta

region (este numero también es variable y desconocido).

Definicion: en teoria de la probabilidad un experimento aleatorio (lo
denotaremos por ¢) es aquel que bajo el mismo conjunto aparente de
condiciones iniciales, puede presentar resultados diferentes, es decir, no se
puede predecir o reproducir el resultado exacto de cada experiencia particular.
Definicion: si dado un experimento aleatorio ¢, un evento A asociado a ese
experimento puede ocurrir o no, se dird que A es un evento aleatorio. Se

denotara con letras mayusculas.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de experimentos y eventos

aleatorios.

Ejemplos:

a) En el lanzamiento de una moneda consideramos el evento: obtener cara
(puede ocurrir 0 no).

b) En el lanzamiento de un dado en el cual el evento aleatorio consiste en

obtener el nUmero 2 (puede ocurrir o no).

Otras definiciones y ejemplos relacionados con los experimentos y eventos

aleatorios son las siguientes:
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Definicion: si dado un experimento aleatorio ¢, un evento A asociado a este
experimento siempre ocurre, se dira que A es el evento cierto y sera

denotado por Q.

Ejemplos:

a) En el lanzamiento de una moneda al considerar el evento: obtener cara o
cruz.

b) En el lanzamiento de un dado al considerar el evento: obtener un nimero

entre 1y 6.

Definicion: si dado un experimento aleatorio ¢, un evento A asociado a este
experimento nunca ocurre, se dird que A es un evento imposible y se

denotara por la letra V.

Ejemplos:
a) Si se examinan 20 alumnos y se considera el evento: que aprueben 22
alumnos.

b) Si en el lanzamiento de un dado se considera el evento: obtener un 8.

Definicion: a cada posible resultado del experimento aleatorio se le llamara

evento elemental.

Definicion: al conjunto de todos los eventos elementales asociados a un

experimento aleatorio se le llamara espacio muestral (Q).

Definicion: a cada uno de los eventos del espacio muestral se le llamara

evento simple.

Definicion: un evento compuesto se define como una coleccion de eventos

simples.
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Por lo tanto, los eventos compuestos se forman combinando dos o mas

eventos simples. A continuacion se presenta un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo: si se considera el lanzamiento de 3 monedas del mismo tipo al aire
y el interés es obtener 2 caras (c1).

Para este caso el espacio muestral, conformado por todos los resultados
posibles del experimento aleatorio, es el siguiente:

Q =% (C1, Ci, C1), (C1, Ci1, Cz), (C1, C2, C1), (Cz, Ci1, C1), (C1, C2, Cz), (Cz, Ci1, Cz), (Cz,
C2, C1), (C2, C2, C2)t

El evento de interés en este ejemplo es un evento compuesto que estd

conformado por los 3 eventos simples (ci, ¢1, ¢2), (c1, ¢c2, ¢1), (c2, €1, C1).

Existen tres operaciones basicas con conjuntos mediante las cuales se pueden
generar eventos compuestos, lo que presupone ademas del conocimiento de
los tipos de relaciones que se pueden establecer entre conjuntos. A

continuacion se presentaran las operaciones y relaciones basicas.

Operaciones o relaciones entre eventos

Debe recordarse que un conjunto es una coleccién de objetos considerada

como un objeto en si. Un conjunto esta definido Unicamente por los elementos

que lo componen y no por la manera en la que se lo representa.

Existe una serie de relaciones basicas entre conjuntos y sus elementos:

» Pertenencia: la relacion relativa a conjuntos mas basica es la relacion de
pertenencia. Dado un elemento x, éste puede o no pertenecer a un conjunto
dado A. Esto se indica como x € A.

» Igualdad: dos conjuntos son iguales si y solo si tienen los mismos
elementos.

» Inclusion. Dado un conjunto A, cualquier subcoleccién B de sus elementos
es un subconjunto de A, y se indica como B < A.

El conjunto vacio es el conjunto sin ningun elemento, y se denota por @. El

conjunto universal es el conjunto que contiene todos los elementos posibles,
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dentro del contexto considerado. Por ejemplo, si se estudian los nimeros
naturales, el conjunto universal es el conjunto de todos ellos, N. En este libro
el conjunto universal se denota por el espacio muestral Q.

Una de las graficas mas utilizadas para representar eventos compuestos y que
facilita la interpretacion y el célculo de probabilidades es el diagrama de Venn.
En general, los diagramas de Venn son graficas pictoricas en las que
comunmente se utiliza un rectangulo para representar al espacio muestral (Q)
y circulos dentro del rectangulo para representar los eventos. En ocasiones,
los elementos de cada evento se insertan dentro del evento a que pertenecen
y en otras ocasiones lo que se inserta dentro del evento es su probabilidad.

A continuacidon se presentan eventos compuestos como resultado de las
operaciones con eventos simples o sus relaciones.

1) A= B 6 A c B: siempre que ocurre A ocurre B (implicacion).

Q

2) A=BcuandoA=ByB=A0AcBYyB c A (equivalencia).

3) AB O A n B: cuando A y B ocurren simultaneamente (producto).

4) A+ B 6 A u B: cuando ocurre al menos A o al menos B o ambos (suma)
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Q

5) A - B: cuando ocurre A y no ocurre B (diferencia).

Q

6) A= Q- A: evento complementario.

Q

7) Eventos excluyentes: SiIANB =0

\ /
A /

Definicion: Una familia S de eventos forma un campo de eventos si se
cumplen las siguientes condiciones:

1) Se contiene al evento cierto y al imposible.

2) SiAeS=AcS

3) SiA,BeS=A+BeS

Ejemplo:
Si se considera el lanzamiento de una moneda 3 veces:
Ci: que salga una cara.

C2: que salga cruz.
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Solucion:

El espacio muestral en este caso es:

Q ={(c1, c1, ¢1), (€1, €1, €2), (C1, €2, C1), (C2, C1, C1), (C1, C2, C2), (C2, C1, C2), (C2,
2, ¢1), (C2, C2, C2)t

Pueden definirse los siguientes eventos:

A: obtener un numero impar de caras.

B: obtener una cara.

C: obtener al menos una cara.

D: obtener tres cruces.

Es facil verificar que se cumplan las siguientes relaciones:

BcA AcC AnC=A A+B=A A+C=C
C=D CnB=B C+D=Q B+C=C

A continuacién se proponen dos ejercicios para que los resuelva de forma

independiente.

Ejercicios propuestos
1) Supongamos que se lanza una moneda 4 veces. Construya el espacio

muestral y un campo de sucesos.
2) Sean los eventos:
A: obtener un nimero par de caras en los 4 lanzamientos.
B: obtener un numero impar de caras en los 4 lanzamientos.
C: obtener una cara.
D: obtener 3 caras.

Determine los eventos A+ B,AnB, B+ C+ D,BnD,BnC

Definicion de probabilidad
La definicidon de probabilidad surge debido al deseo del ser humano por conocer

con certeza los eventos que sucederan en el futuro. Es por eso que a través
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de la historia se han desarrollado diferentes enfoques para tener un concepto

de la probabilidad y determinar sus valores.

Por lo que la definicion de probabilidad ha llevado un largo proceso histdrico,

pasando por diferentes etapas de su desarrollo y formacion matematica.

Actualmente, se ha logrado resumir en tres grupos fundamentales los

diferentes enfoques de la definicidon de probabilidad:

= Grupo 1: los que consideran la definicion de probabilidad como la medida
cuantitativa del grado de certeza del observador.
En este caso se asume un enfoque subjetivo, que define la probabilidad de
un evento a base del grado de confianza que una persona tiene sobre la
ocurrencia de un evento, al tener evidencia disponible que se fundamenta
en la intuicidn, opiniones, creencias personales y otra informacion indirecta
relevante.

= Grupo 2: los que reducen la definicién de probabilidad a los eventos con
igual probabilidad de ocurrencia, llamada Probabilidad Clasica.
En este caso se asume un enfoque que se sustenta en la formulacién clasica
de la teoria de las probabilidades basado en el concepto de resultados
igualmente verosimiles, que se ve limitado a situaciones en las que hay un
numero finito de resultados igualmente probables.

= Grupo 3: los que definen la probabilidad basdndose en la frecuencia de
ocurrencia del evento en la repeticiéon de un gran niumero de experimentos,
llamada Probabilidad Estadistica.
En este caso se asume un enfoque empirico, en el cual para determinar los
valores de probabilidad se requiere de la observaciéon y de la recopilacion de
datos. La definicién empirica se basa en la frecuencia relativa de ocurrencia
de un evento con respecto a un gran numero de repeticiones del
experimento aleatorio.

En este capitulo se estudiaran los 2 ultimos grupos de enfoques sobre la

definicién de probabilidad, por ser mas objetivos para fines practicos vy
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coherentes con el proceso de investigacion cientifica, a diferencia del primero

que presenta un grado de subjetividad muy elevado.

Probabilidad clasica

A partir de la segunda mitad del siglo XVII, el desarrollo alcanzado en las ideas

basicas de las probabilidades condujo a la formulacion clasica de la Teoria de

las Probabilidades.

Esta formulacién dio lugar al concepto de probabilidad clasica basado en la

concepcion de resultados igualmente verosimiles, que se basa en el

denominado Principio de la Razdn Insuficiente, el cual postula que: si no existe

un fundamento para preferir una entre varias posibilidades, todas deben ser

consideradas equiprobables.

En consecuencia, en el lanzamiento de una moneda perfecta, la probabilidad

de que se obtenga como resultado cara es igual a que se obtenga cruz, por

tanto, ambas probabilidades son iguales a 2, o sea, 0.5.

De la misma manera, la probabilidad de cada uno de los seis sucesos

elementales asociados al lanzamiento de un dado perfectamente balanceado

debe ser 1/6.

Laplace recogi6 esta idea y formuld la regla clasica del cociente entre casos

favorables y casos posibles, supuestos éstos igualmente verosimiles.

El enfoque clasico o «a priori» para definir la probabilidad es de uso limitado

puesto que descansa sobre la base de las siguientes dos condiciones:

1. El espacio muestral (S) del experimento es finito (su niumero total de
elementos es un nimero natural n = 1, 2, 3,...).

2. Los resultados del espacio muestral deben ser igualmente probables
(tienen la misma posibilidad de ocurrir).

Bajo estas condiciones, suponga que se realiza un experimento aleatorio. El

numero total de elementos del espacio muestral del experimento es denotado

como n(S). Dicho de otro modo, n(S) representa el nimero total de eventos

simples distintos posibles al realizar un experimento. Ademas, si A es un
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evento de este experimento, el nimero total de elementos del espacio
muestral contenidos en A es denotado como n(A). Es decir, n(A) representa el
numero total de formas distintas en que A puede ocurrir.

En consecuencia, surge la definicién clasica de probabilidad.

Definicion: en el enfoque clasico la probabilidad de que el evento A ocurra se
define como:

n(A) nuamero de formas distintas en que A puede ocurrir

P(A) = =
&) n(S) numero total de eventos simples distintos posibles

Ejemplos:

1) Al lanzar un dado al azar, éicudl es la probabilidad de obtener un namero
par?

Solucién: Suponga que A es el evento de obtener un nimero par al lanzar un

dado al azar. Notemos que S = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y todos los resultados

igualmente probables. Ademas, A puede ocurrir de tres formas distintas (2, 4

0 6).

Por lo tanto, n(A) = 6 Yy n(S) = 3, entonces:

_nA) 3 1

“hE) 6202

P(A)

2) éCual es la probabilidad de que en una familia que tiene tres hijos, haya
dos nifias y un nifio, si se considera igualmente probable el nacimiento de
un nifio o nifa?

Solucion: Usando "a" para nina y "o" para nifo, el espacio muestral es:

S = {aaa, aao, aoa, aoo, oaa, oao, ooa, ooo} por lo que n(S) = 8.

Se define el evento A como que haya dos nifas y un nifio, entonces:

A = {aao, aoa, oaa} y n(A) =3

Por lo tanto: P(A) = % = Z = 0.375

3) Supongamos que se lanzan 2 dados y se quiere hallar la probabilidad de
que:

a) Cada uno de los eventos simples.
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b) La suma de los resultados sea igual a 5.
Solucion:
a) El espacio muestral esta constituido por los siguientes elementos:
(1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1)
(1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2)
(1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3)
(1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) (6,4)
(1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5)
(1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6)
El primer nUmero de cada par denota el nUmero que salié en el primer dado y
el segundo numero representa el que salid en el segundo dado.
El total de casos es igual a 36 (n(S)). Entonces un evento simple A cualquiera
segun la definicidon anterior tiene una probabilidad de salir cada vez que se
nA) _ 1

tiren los dados igual a P(A) = oI 0.278 (evento equiprobable).

b) Sea A el evento en que consiste en que la suma de los resultados sea 5,

entonces los resultados favorables al evento son los pares (1,4), (2,3),

(3,2), (4,1), es decir en total 4. Luego P(A) =%=%

Observacion: para todo lanzamiento de dados el total de casos posibles es

Definicion: la probabilidad de que un evento compuesto A ocurra, es la suma

de las probabilidades de los eventos simples de los cuales estd compuesto A.
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Ejemplos:

a) Retomando el ejemplo del experimento aleatorio de obtener 2 caras al
lanzar 3 monedas al aire. Si este evento compuesto A estara conformado por
los eventos simples:

(c1, c1, €2), (€1, €2, C1), (C2, C1, C1).

Al aplicar la definicion anterior la probabilidad de obtener 2 caras es:
3
P(A) = P(c1, c1, c2) + P(cy, €2, 1) + P(cz, €1, €1) = 2 = 0.375

b) En el espacio muestral de digitos conformados por los niumeros del 0 al 9,
si B es el evento de obtener un digito menor que 4 al seleccionar un digito al
azar, entonces se tiene que:

4
10

P(B) = P(0) + P(1) + P(2) + P(3) = = =04

c) Sea el experimento aleatorio que consiste en realizar dos extracciones al
azar de una caja que contiene 3 bolas rojas, 2 negras y 1 verde. Si se desea
calcular la probabilidad del evento compuesto C que consiste en obtener una

bola roja y una bola verde, entonces:

P(C) = P(r) + P(v) = =+

o lw
o=

=2 =2_ 0666
6 3

Regla de la Suma

La regla de la suma es un método para calcular probabilidades que pueden
expresarse de la forma P(A + B) o P(A U B), es decir, la probabilidad de que
A ocurra o de que ocurra B (o de que ambos ocurran). Para calcular la
probabilidad de que ocurra el evento A o el evento B, primero se debe
determinar de cuantas formas distintas A ocurre y de cuantas formas distintas
B ocurre, pero al computar el nUmero total de formas no se puede contar un

mismo resultado mas de una vez.
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Regla de la Suma
Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral Q, entonces
P(A + B) = P(A) + P(B) — P(A n B)

Donde P(A n B) denota la probabilidad de que A y B ocurran al mismo tiempo.

Ejemplo:

A un grupo docente de 40 estudiantes se le administra un examen para
cualificarlos en la asignatura de Estadistica. La siguiente tabla resume los

resultados divididos por género:

Masculino (M) Femenino (F)
Aprobado (A) 7 2
Desaprobado (D) 18 13

Si un estudiante del grupo se selecciona al azar, halle la probabilidad de que:
a) Sea masculino o aprobé el examen.

b) Sea femenino o fracaso.

Solucion:

Al utilizar la regla de la suma se tiene que:

a) P(M+A) = P(M) + P(A) - P(M N A)

PM+A) = 2+ 2 - 7 = Z _ 0675
40 40 40 40

b) P(F+D) = P(F) + P(D) - P(M ~ D)

P(F+D) = DyR_Bo3_9g25
40 40 40 40

Cuando fueron presentadas las operaciones o relaciones entre eventos, se
analizé6 la propiedad que tienen los eventos aleatorios mutuamente
excluyentes, en los cuales |la ocurrencia de uno evita la ocurrencia del otro, o

sea, su intercepcién es vacia.
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Al tener en cuenta esta propiedad de los eventos mutuamente excluyentes

entonces es cobra sentido la siguiente definicidon.

Definicion: Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral Q. Decimos
que A y B son eventos mutuamente excluyentes si no pueden ocurrir
simultaneamente, es decir, A n B = @. Por lo tanto, si A y B son eventos

mutuamente excluyentes, entonces P(An B) =0

Ejemplo:

En el experimento aleatorio de lanzar un dado al azar, el espacio muestral es
Q=1H{1,2,3,4,5, 6}. Si A es el evento de obtener un nimero pary B es el
evento de obtener un nimero impar, entonces A y B son eventos mutuamente
excluyentes pues no pueden ocurrir simultdneamente (si uno ocurre el otro no

puede ocurrir).

La regla de la suma ya presentada establece que:

P(A + B) = P(A) + P(B) — P(A N B) .

Sin embargo, si Ay B son eventos mutuamente excluyentes, entonces la regla
de la suma se reduce a

P(A + B) = P(A) + P(B), ya que P(A n B) = 0.

Claramente un evento cualquiera A y su complemento A son mutuamente

excluyentes. Ademas, en todo experimento uno de ellos ocurre. Esto es debido

que el evento A ocurre o no ocurre (lo que implica que complementariamente

A no ocurra o ocurra). Entonces se tiene que:

P(A + A) = P(A) + P(A) = 1

Este resultado de la regla de la suma da lugar a las siguientes tres formas

equivalentes:

1. P(A) + P(A) = 1
2. P(A) = 1 — P(A)
3. P(A) = 1 — P(A)
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Ejemplo:

¢Cual es la probabilidad de obtener un total de por lo menos 10 puntos al tirar

dos dados?
Solucion:

Sean A, B y C los eventos de obtener exactamente un total de 10 puntos, 11

puntos y 12 puntos, respectivamente.

(1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1)

(1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2)

(1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3)

(1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) (6,4)

(1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5)

(1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6)

El 1er nimero de cada par denota el nUmero que salid en el primer dado vy el
segundo numero representa la cantidad de puntos que salieron en el segundo.
En la tabla puede verse con claridad que dichos eventos no tienen puntos en
comun y que sus probabilidades estan dadas por P(A)=3/36, P(B)=2/36 y
P(C)=1/36.

Al determinar la probabilidad de que por lo menos ocurra uno de dichos

eventos mutuamente excluyentes se obtiene:

3 2 6 1
P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)=£=£=g=g=g=0.166

Regla de la probabilidad condicional

Ahora consideraremos el principio de que la probabilidad de un evento suele
afectarse por el conocimiento previo de las circunstancias. Por ejemplo, si se
selecciona a un estudiante al azar de la poblacién de una universidad, la
probabilidad de obtener un vardn podria suponerse cercana a 0.5 pero si usted

ya sabe que ademas el estudiante a seleccionar practica futbol, entonces la
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probabilidad de que sea varén aumenta drasticamente, puesto que la gran

mayoria de los estudiantes que practican este deporte son varones.

Definicion:
La probabilidad condicional de un evento B es la probabilidad de que B ocurra

cuando ya se sabe que otro evento A ocurrid. Esta probabilidad se denota por
P(B | A) y se lee «la probabilidad de B dado A».

Para ilustrar la definicion de probabilidad condicional de un evento B a

continuacion se mostrara un ejemplo.

Ejemplo: Al lanzar un dado, halle la probabilidad de obtener:
a) El nimero 4 dado que se obtuvo un namero par.
b) Un numero impar dado que se obtuvo un nimero menor que 6.
Solucion:
Al utilizar la definicion de probabilidad condicional, se tiene que:
a) Se sabe que se obtuvo un nimero par, por lo que hay 3 posibles resultados:
2, 4 6 6, de los cuales en soélo uno de ellos ocurre el 4.
Por lo tanto, P(4 | par) = 1/3 = 0.333
b) Se sabe que se obtuvo un niumero menor que 6, por lo que hay 5 posibles
resultados: 1, 2, 3,4 6 5, de los cuales en tres de ellos obtenemos un numero
impar.

Por lo tanto, P(impar | menor que 6) = 3/5 = 0.6

Regla de probabilidad condicional:

Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral Q, entonces:

P(A|B) = P(ﬁ(g)B) donde P(B) >0
y P(B|A) = % donde P(A) >0
Ejemplo:
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¢Cual es la probabilidad de que una carta de pdker escogida al azar de un

paquete completo de cartas sea un as, sabiendo que, la carta es roja?

Solucion:

Las cartas de pdker son 52. Estas se componen de 26 cartas rojas y 26 cartas
negras. Ademas, las 26 cartas rojas se dividen en 13 cartas de corazonesy 13
de diamantes. Las 26 cartas negras se dividen en 13 cartas de espada y 13 de
trébol. Cada uno de los grupos de 13 cartas tiene una carta de cada uno de
los siguientes caracteres A, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, ], Q, K.

Entonces

2
_ P(as N roja) %7 1
P(as I rO]a) = W = E = E = 0.077
52

Regla de la multiplicacion

La regla de la suma presentada se utiliza para calcular P(A + B) o P(A U B).
Ahora se presentara la regla de la multiplicacion, la cual provee de un método
para calcular probabilidades que pueden expresarse de la forma P(A n B). Es

decir, la probabilidad de que A ocurra y de que ocurra B al mismo tiempo.

Para calcular la probabilidad de que ocurra el evento A y el evento B al mismo
tiempo, primero se debe determinar de cuantas formas distintas A ocurre y
luego determinar de cuantas formas distintas B ocurre, dado que ya ocurrio A.
Otra forma de hacerlo es, primero determinar de cuantas formas distintas B
ocurre y luego determinar de cuantas formas distintas A ocurre, dado que ya

ocurrio B.

Regla de la Multiplicacion
Sean A y B dos eventos de un mismo espacio muestral Q, entonces:
P(A n B) = P(A) - P(B|A)

0 P(A ~ B) = P(B) - P(A|B)
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Esta regla de multiplicacién ayuda a calcular probabilidades cuando existe
relacion entre dos eventos aleatorios. A continuacién se presenta un ejemplo

que ilustra su aplicacion.

Ejemplo: En un grupo de 25 personas hay 16 de ellas casadas y 9 solteras.
¢Cual es la probabilidad de que si dos de estas personas son seleccionadas

aleatoriamente sean ambas casadas?
Solucion:

Notese que al seleccionar la primera persona, la probabilidad de que sea
casada es 16/25. Pero al seleccionar la segunda persona quedan 24 personas

posibles ya que una ha sido seleccionada y el muestreo es sin remplazo.

En consecuencia, dado que la primera persona seleccionada es casada (evento
A), quedan 15 casadas posibles para la segunda seleccion. Por lo tanto, la
probabilidad de que la segunda persona seleccionada sea casada (evento B)

dado que la primera fue casada, es igual a 15/24.

Luego, al utilizar la regla de la multiplicacién, se tiene que:

16 15

— =0.4
25 24

P(AnB) = P(A) - P(B|A) =

Otro teorema que puede ayudar a determinar la probabilidad de un evento
aleatorio que estd relacionado con una serie de eventos mutuamente
excluyentes entre si, es el de la probabilidad total, el cual se presenta a

continuacion.

Teorema de la probabilidad total

Dado un experimento aleatorio ¢ y eventos asociados B, A1, Az,..., An. Si el
evento B ocurre con uno y solamente uno de los eventos Ai, A,..., An
mutuamente excluyentes, entonces la probabilidad de ocurrencia del evento B

puede calcularse a partir de la siguiente expresion
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P(B) = XiL, P(A)P(B|A)

A continuacion se ilustrara la utilizacion de este teorema a través de un

ejemplo que permite valorar su utilidad practica.

Ejemplo:

Se tiene tres urnas con bolas. La primera contiene cuatro bolas blancas y tres
azules; la segunda contiene cinco bolas blancas y tres azules; la tercera
contiene tres bolas blancas, cuatro rojas y una azul. Se elige una urna al azar

y se extrae una bola. Hallar la probabilidad de que la bola extraida sea blanca.
Solucion:
Se definen los eventos aleatorios:

B: que la bola extraida sea blanca.

A1i: que la urna seleccionada sea la primera.
A>: que la urna seleccionada sea la segunda.
As: que la urna seleccionada sea la tercera.

Como el evento B ocurre con uno y solo uno de los eventos mutuamente
excluyentes A1, A2 y A3, entonces se puede aplicar el teorema de probabilidad

total, obteniéndose:

P(B) = P(A)P(B|A,) + P(A,)P(B|Az) + P(Az)P(B|A2)

P(B) =

+ 5+13—11—0524
8 38 e

21

W =
N
W =

Supdngase en este ejemplo que se extrae la bola de la urna seleccionada al
azar y resulta blanca, y se quiere conocer la probabilidad de que la bola haya

sido extraida de la primera urna, o sea, la probabilidad de interés es P(A,| B).

Esta probabilidad se puede calcular facilmente si se tiene en cuenta el teorema
de la multiplicacién:
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P(A1 n B) = P(B) - P(A1|B)
Al despejar P(A1|B) en la expresion anterior se obtiene

P(A;) P(B|Aq)

P(A:|B) = PE)

Como se esta trabajando bajo la suposicién de que se cumplen las condiciones

para aplicar el teorema de la probabilidad total, entonces

P(A |B) _ P(A)P(B|Ay) — P(A) P(B|Ay) _ 4
! 3 _P(A)DP(BIA;)) P(A1)P(B|A1)+P(A;)P(B|A,)+P(A3)P(B|A3) 11

Teorema de Bayes
Si se tiene un evento B que ocurre con uno y solo uno de los n eventos, Ay,
Az,..., An, entonces se pueden calcular las probabilidades de estos n eventos

después que se conoce la ocurrencia del evento B, a través de la siguiente

expresion
P(Aj) P(B[Aj)
P(Ai|B) =
(AilB) YL, P(A)P(BIA))
Ejemplo

Supdngase que una primera caja contiene dos bolas rojas y una blanca y la
segunda caja contiene dos bolas rojas y dos blancas. Se selecciona al azar una
caja y se extrae una bola de ella. Si la bola extraida es roja, écual es la

probabilidad de que provenga de la primera caja?

Solucion
Si se supone que A: es el evento de seleccionar la primera caja y Az el evento
de coger la 2da caja, donde P(A1)=P(A2) = % Ademas, el evento B se define

como haber obtenido una bola roja, entonces:

2 2 1
P(B|A1)=§ y P(B|A2)=Z= 2
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A sustituir en la formula de Bayes, se tiene que

P(A4|B) =

1
P(A;) P(B |Ay) __ 3
P(A;) P(BIA) +P(A2) P(BIAy) 1.2

P(A,| B) = 0.571 Probabilidad de que provenga de la primera caja.

Propiedades de la definicion clasica de probabilidad

Si se supone que el espacio muestral Q esta constituida por n eventos

mutuamente excluyentes e igualmente probables que son todos los resultados

posibles del experimento A.

1) Para cada A < Q se tiene que P(A) > 0.
Demostracion: P(A) = m/n > 0.

2) Para el evento cierto Q se tiene que P(Q) = 1

Demostracion: P(Q) = n/n=1

3) Si el evento A se puede expresar como la suma de 2 eventos By C

mutuamente excluyentes, entonces P(A)=P(B)+P(C).
Demostracion:
Sean m: numero de eventos para A.
m1: numero de eventos para B.
m2: numero de eventos para C.
Como B y C son excluyentes, m = m1 + m
Luego P(A) = m/n = mi/n + mz2/n = P(B) + P(C).

4) P(A)=1 - P(AC)
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Demostracion: Q = A + A° aplicando las propiedades (2) y (3) se tiene

que:
P(Q) = 1 = P(A) + P(AS) = P(A) = 1 - P(A°)
5) La probabilidad de ¢ es cero.
Demostracion: ¢ + Q = Q
Como ¢ N Q=¢=P() +P(Q) =P(Q)=>P¢) =0
6) SiAcB= P(A)<P(B)
Demostracion: B se puede escribir como la suma de A y A°n B.
B=A+A“nB
Por las propiedades (1) y (3) tenemos que
P(B) = P(A) + P(A°~ B) > P(A).
7) Para cualquier evento A: 0 <P(A)<1
Demostracion: ¢ c A c Q.
Aplicando (6) se tiene que P(¢) = 0 < P(A) <1 = P(Q)

Muestreo con remplazo
Para el calculo de las probabilidades de ciertos eventos se hace imprescindible
conocer algunas formas especiales de seleccion de diferentes objetos en

diferentes experimentos aleatorios.

Una de estas formas especiales de seleccionar los objetos es a través del

esquema que brinda el muestreo con remplazo.

Definicion: el muestreo con remplazo en una poblacion constituida por N
objetos es aquel procedimiento que tiene como objetivo formar muestras
ordenadas de n objetos mediante el siguiente procedimiento:

Se extrae un objeto al azar de los N objetos que conforman la poblacion, se
anota el resultado y se devuelve el objeto a la poblacion, se realiza otra

extraccion de la poblacion y se anota el segundo resultado a continuacion del
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primero, y se devuelve el objeto a la poblacion. Este procedimiento se continua
hasta que se tienen n objetos ordenados que han sido extraidos de la poblacidn
de N objetos.

Observacion: el numero total de muestras que se pueden formar es N" y la
probabilidad de seleccionar una muestra ordenada de n elementos con

remplazo cuando se tienen N elementos en la poblacién es igual a 1/N".

Ejemplo:

Si se lanzan tres 3 monedas y se desea determinar la probabilidad del evento
A, que consiste en obtener 2 caras, entonces: N=2 y n=3 (poblacion de
tamafo 2 con 3 extracciones).

. El nimero de casos o muestras posibles a formar de tamarfio 3 es 23.

. El nUmero de casos o muestras favorables donde aparecen 2 veces las

D3y 31321
caras es: (2) o211 211

Luego la probabilidad de obtener 2 caras del mismo tipo es
3 3
P(A) = Pyt 0.375

Ahora bien, si se tiene una poblacién de N objetos que se puede dividir en dos
clases mutuamente excluyentes de Ni objetos del tipo I y N> objetos del tipo
II. Si se toma una muestra aleatoria de tamafo n con remplazo es posible

calcular la probabilidad de que hallan exactamente k objetos de tipo I.
Para calcular esta probabilidad se definira primeramente:

. N™: numero total de casos posibles o0 muestras de tamafio n.
. N,¥: nimero de casos favorables de objetos del tipo I.
. N," ¥: nimero de casos favorables de objetos del tipo II.

= N;*-N,"K: total de muestras.

Como existen varias posibilidades de que los k objetos del tipo I puedan variar

en los n lugares de la muestra, entonces esto se pueden determinar el nimero
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de estas posibilidades a partir de las combinaciones de n elementos tomados

k, de modo que la probabilidad que se desea calcular resulta:

=) = OR) R
Donde (E) = (n%k')'k'

Ejemplo:

Considere una urna con 20 bolas, 12 de las cuales son azules y 8 son rojas. Si se
seleccionan 5 bolas al azar mediante un muestreo con remplazo, o sea, en cada
extraccion se anota el color de la bola y se devuelve a la urna éCual es la probabilidad

de seleccionar 2 bolas azules y 3 rojas?
Solucion:

N=20

n=

Ny =12

N> =8

k=2 (seleccionar dos bolas azules)

n - k =3 (seleccionar tres bolas rojas)

Sea A el evento de que al seleccionar cinco bolas dos sean azules y tres rojas,

=) )= OG5

Pa) = () (g)z (;10)3 =10-0.36-0.064 = 0.2304  Donde (3)

| |
5| _ 543! _ 4

—(5-2)21 ~ 312 0

P(A) = 0.2304

Muestreo sin remplazo
Supongamos que tenemos una poblacion de N objetos y queremos formar

muestras de tamafio n (n < N). En este caso los elementos que se extraen de
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la poblacién de N elementos no se devuelven a ella, es decir, no se remplazan.
En el muestreo sin remplazo el tamano de la muestra tiene que ser
obligatoriamente menor o igual que el tamafio de la poblacién y las muestras
pueden extraerse en forma ordenada segun el orden de seleccidn o sin

considerar el orden de seleccion.

Ademas, en el muestreo sin remplazo se puede tener en cuenta que la muestra
sea sin ordenar u ordenada, o sea, que no se tiene en cuenta el orden de

seleccién o puede tenerse en cuenta.
= Muestras sin ordenar

Todas las muestras de tamano n que se pueden formar de una poblacién de N
elementos con N > n, sin remplazar los elementos y sin tener en cuenta el
orden de seleccién, son los subconjuntos de n elementos tomados n a n de un
conjunto de N elementos, que son las combinaciones (1:) luego la probabilidad
de seleccionar una muestra particular de tamafio n sin remplazo de la

poblacion de tamafio N y sin tener en cuenta el orden de seleccion es

(N-n)!-n!
N!

P =

= Muestras ordenadas

Supongamos ahora que el muestreo se realiza sin remplazo y ordenando la
muestra de tamafio n. Todas la muestras de tamafo n que se pueden formar
de una poblacidon de tamafio N, sin remplazar los elementos de la poblacién y
teniendo en cuenta al orden de seleccién de los elementos, es lo mismo que si
consideramos todos los grupos de tamafo n, tomados n a n de una poblacién
de N elementos, donde los grupos de n elementos se diferencian en el orden
en que aparecen y en los elementos que son diferentes y que es igual a las

variaciones de N elementos tomados n a n que se pueden escribir como
N

(n) n!

Recordar que:
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a) n! define el nUmero de permutaciones sin repeticion de n elementos.
b) (‘:) combinaciones sin repeticion de m objetos tomados de n en n.
Ejemplo

Si se tiene una poblacidn compuesta por los nimeros 1, 2, 3y 4 y se quiere

formar muestras de tamano 2.

a) Si las muestras son con remplazo y teniendo en cuenta el orden se obtiene

que N=4yn =2, porlo tanto: N" = 42 = 16.

(1,1)1(2,1)|(3,1)|(4,1)

(1,2)(2,2)|(3,2)|(4,2)

(1,3)[(2,3)|(3,3)|(4,3)

(1,4)1(2,4)|(3,4)|(4,4)

Cada par de la tabla denota el primer y segundo numeros seleccionado al azar,
en ambos casos pueden seleccionarse uno de los cuatro numeros porque el

muestreo es con remplazo.
b) Si las muestras son sin remplazo:

= Al no tener en cuenta el orden de seleccién, el nUmero de muestra sera:
(;) = 6 Posibilidades, estas son:

(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4)
= Al tener en cuenta el orden de seleccion, el nimero de muestras total sera:
(M) -nt=(3)-21=6-2=12 posibilidades, estas son:
(1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (1,4), (4,1), (2,3), (3,2), (2,4), (4,2), (3,4), (4,3)
Esquemas de distribucion
= Bernoulli

Se considera un experimento aleatorio que solo tiene 2 posibles resultados:

éxito o fallo. Si se supone que el experimento se repita de tal forma que cada
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repeticién no depende de otra (independiente) ocurren N casos favorables al
fallo. Este tipo de problemas se conocen como ensayos de Bernoulli.
Denotaremos:

An: numeros de casos favorables al evento A, dentro de todos los posibles
resultados (igualmente probables) en n ensayos de Bernoulli.

Bn: nUmero de casos desfavorables al evento A dentro de todos los posibles

resultados (igualmente probables) en n ensayos de Bernoulli.

Teorema de Bernoulli: 2~ se hace tan grande como se quiera a medida que

n
n crece si y solo si el numero de casos favorables al evento A, se hace mas
grande que el nUmero de casos desfavorables al evento A, mientras mas se

repita el experimento.

Aplicacién de Bernoulli para pruebas independientes

Teorema: Si n pruebas son independientes, entonces un nimero m cualquiera

de ellas son también independientes.
P.(m) =(nmj p"g"™ donde p: probabilidad de éxito
q: probabilidad de fallo

n: pruebas independientes (total)

m: pruebas independientes (favorables)

Ejemplo

En una industria la probabilidad de que el consumo de petréleo sea
considerado normal (es decir, que no rebase cierta cantidad en 24 horas) es
igual a 3. Se desea determinar cudles seran las probabilidades de que, en el
curso de los dias laborables de la semana siguiente, el consumo del petrdleo
sea normal durante 0, 1, 2, 3, 4, 5y 6 dias.

Solucion:
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Denotaremos por A el evento que consiste en que el consumo de petrdleo en
el central sea normal cuya probabilidad es 34 y por Ps(m) la probabilidad de

gue durante m dias de 6 el consumo sea normal.

Entonces
P,(6) =(j "c018
P,(5) {g (Z)e (i ~0.36
P,(4) = i GT [Llj ~0.30
P,(3) = 2 (2)3 GT ~0.13
P,(2) = 2 (j)z(ﬂl ~003

P (D) = Gj(j
P.(0) = Gj ~0

6
Obsérvese que se cumple que ZPG(m):l

m=0
= Binomial
Supongamos que se realizan n experimentos independientes, en cada uno de
los cuales el suceso A puede ocurrir o no ocurrir. La probabilidad de que ocurra
el suceso A en todas las pruebas es constante e igual a p, por lo tanto la
probabilidad de que no ocurra es q=1-p. Evidentemente el suceso A en esta

prueba puede no aparecer o aparece una vez o 2 veces,..., 0 n veces. Luego
K ok ~Nn-k
para cada k =0,..., n P,(k)=C;p‘q"

Se llama Binomial porque el segundo miembro de la igualdad puede
considerarse como término general de la descomposicion del binomio de
Newton.
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(p+a)" =Cpp" +Cptp"*q+---+CKpkg" ™ +---+CRQ"

Donde
crp" es la probabilidad de que el suceso ocurra n veces de n veces.
cripriq es la probabilidad de que el suceso ocurra n-1 veces de n veces.
ckpkqn* es la probabilidad de que el suceso ocurra k veces de n veces.
c%" es la probabilidad de que el suceso no ocurra nunca en n veces.
Ejemplo
a)Una moneda se arroja 2 veces.
A1: aparezca cara (1)
A>: aparezcan caras (2)
Ao: no aparezca cara (0)
Solucion:
P= 2 en que en una salida salga cara o escudo.

2
1 1
P2(2)=C22 p?q° :[Ej =2

11 1
Pz(l)ZC%pq:Z-E.E:E

2
1 1
P2(0)=C§p°q2 :(EJ ZZ

Se tienen N objetos, de ellos N1 de tipo I y N2 de tipo II, se toma una muestra

de tamafo n y se desea saber la probabilidad de que esa muestra de tamano

n, haya k objetos de tipo I. (con remplazo)

k n—k
N\ N N N N
P — 1 2 1 __2
[kj( N j ( N j donde p N y N

= Hipergeométrica
Se tiene N objetos, de ellos N1 de tipo I y N2 de tipo II, se toma una muestra
de tamafio n y se desea saber la probabilidad de que esa muestra de tamaho

n, haya k objetos de tipo I (sin remplazo).
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Donde:

(L\IlJ(N _kNlj: numero de casos favorables (que haya k objetos de tipo I)
n_

N , .
= numero de casos posibles.
n

= Binomial negativa

Obtengamos la probabilidad de obtener exactamente x fallos antes del r-ésimo
éxito. Para que esto suceda debemos obtener un éxito sobre el ensayo (x+r),
precedido exactamente de r-1 éxito y x fallos en los 1ros r+x-1 ensayos. La

probabilidad de obtener r-1 éxitos en los 1ros r+x-1 ensayos se obtiene de

P (r+x-1) X
=+ —_ =
r r-1

-1 r X
pl-p°,x=0,1,2,..

= Poisson

Supongamos que se realizan n experimentos independientes, en cada uno de
los cuales la probabilidad de que aparezca el suceso A es igual a p. En el caso
de n grande y p pequeiio (p<0,1) se emplea la formula de Poisson.

El caso es hallar la probabilidad de que para un nimero muy grande de
pruebas, en cada una de las cuales la probabilidad del suceso es muy pequena,
el suceso ocurrira exactamente k veces.

A et

Py (k) =

Ejercicios propuestos sobre probabilidad clasica

1. Existen dos talleres que ensamblan televisores marca SONY. El equipo de
auditoria ha determinado que en el taller 1 solo el 2% de sus producciones
son defectuosas y que en el taller 2 solo el 1%. Estos talleres son los

proveedores de la tienda «La Fantasia». Se conoce que el taller 1 envid 10
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televisores a la tienda y el taller 2 envid 15 televisores. Si un cliente hizo

una reclamacién por haber comprado un televisor defectuoso éCual es la

probabilidad que haya sido ensamblado en el taller 1?

Solucion 1

Se definen los eventos:

A1: Que un televisor haya sido ensamblado en el primer taller.
Az: Que un televisor haya sido ensamblado en el segundo taller.
B: Que el televisor sea defectuoso.

Luego se aplica la formula de Bayes:

P(A))P(B|A,) % - (0.01)

P(A,|B) = =
P(A)P(B|Ay) + P(4,)P(B|A,) %, 0.01) + % (0.02)

= 0.25

La probabilidad que haya sido ensamblado en el taller 1 es igual a 0.25.

2.Se ha observado que un aprendiz logra tener éxito en el 90% de los tabacos

que ha torcido durante su periodo de adiestramiento laboral. Si para una

evaluacion de desempeiio tiene que torcer 5 tabacos, halle la probabilidad

de que al menos uno sea defectuoso.

Solucion 2

En este caso estamos en presencia de un esquema binomial:

Definimos la probabilidad de éxito (p = 0.9) y la de fallo (g = 0.1)

Fu(m) = (::1) pmqt"

El evento compuesto que al menos uno de los tabacos sea defectuoso es

complementario a que ningun tabaco sea defectuoso, por eso es mas facil

calcular la probabilidad utilizando la siguiente expresién:

1-Ps(5) =1—(3)(0.9)°(0.1)° = 1 — (0.59049) ~ 0.41
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La probabilidad de que al menos un tabaco sea defectuoso es igual a 0.41.

3. Hay una caja que contiene 20 clavos cortos y 10 medianos y otra caja que
contiene 20 medianos y 20 cortos. Se selecciona una caja al azar y se extrae
un clavo de ella. Si el clavo extraido es corto ¢Cual es la probabilidad de que

sea de la primera caja?

Solucion 3

Se definen los eventos:

A1: seleccionar la primera caja.

A>: seleccionar la segunda caja.

B: que el clavo seleccionado sea corto.

Luego se aplica la formula de Bayes:

1 20
~ P(A1)P(BIA,) __ 2G4
PUIB) = 5 A )P(BIA,) + P(A)P(BIA,) ~ 1. 20, , 120, ~ 7~ 057

> G T3 Gy
La probabilidad de que el clavo corto seleccionado sea de la primera caja es

igual a 0.57.

4.Un pescador captura 10 peces, 3 de los cuales estan por debajo del peso
que permite la ley. Un inspector realiza un control y para ello selecciona
aleatoriamente 2 pescados. Calcule la probabilidad de que ambos pescados

estén por encima del peso que permite la ley.

Solucion 4
En este caso estamos en presencia de un esquema binomial:

Definimos la probabilidad de éxito (p=0.7), estar por encima del peso que

permite la ley, y la de fallo (gq=0.3), que el peso esté por debajo.

El esquema es binomial:
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P = (Yo
P,(2) = (2)(0.7)2(0.3)° = 0.49

La probabilidad de que ambos pescados estén por encima del peso que permite
la ley es igual a 0.49.

5. Hay una oficina que tiene dos sillas nuevas y una silla vieja y otra oficina
que tiene dos sillas nuevas y dos sillas viejas. Se selecciona una oficina al
azar y se extrae una silla. Si la silla extraida es vieja ¢Cual es la probabilidad

de que sea de la primera oficina?

Solucion 5

Se definen los eventos:

Ai: Seleccionar la primera oficina.
A>: Seleccionar la segunda oficina.

B: Que la silla seleccionada sea vieja.

Luego se aplica la formula de Bayes:

1 2
_ P(A)P(B|A;) _ 2’ (§) _ 4 ~
P = pasP®BIA) + PaPBIA) T 2 L 277 %
2 Y3 2 M4

La probabilidad de que la silla vieja seleccionada sea de la primera oficina es
igual a 0.57.

6.Una caja contiene 50 piezas de las cuales 5 son usadas y el resto son
nuevas. Se escoge una muestra de 5 piezas sin reemplazamiento. Calcule

la probabilidad de que las cinco piezas sean nuevas.

Solucion 6

En este caso estamos en presencia de un esquema binomial:
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Definimos la probabilidad de éxito (p=0.9), que la pieza seleccionada sea

nueva, y la de fallo (q=0.1), que la pieza seleccionada sea vieja.
El esquema es binomial:
n -m
Fu(m) = (m)p q
Ps(5) = (3)(0.9)5(0.1)° = 0.81

La probabilidad de que las cinco piezas seleccionadas sean nuevas es igual a
0.81.

7.Una caja contiene dos bolas rojas y una bola blanca y otra caja contiene una
bola roja y dos bolas blancas. Se selecciona una caja al azar y se extrae una
bola. Si la bola extraida es roja ¢Cual es la probabilidad de que sea de la

segunda caja?

Solucion 7

Se definen los eventos:

A1: seleccionar la primera caja.

A>: seleccionar la segunda caja.

B: que la bola seleccionada sea roja.

Luego se aplica la formula de Bayes:

1 1
_ P(A,)P(B|Ay) 773 1
PV = pasP@Ia) + PG PBIA) T 2 I L 3" "%
2 32 13

La probabilidad de que la bola roja sea de la segunda caja es igual a 0.33.

8.En una industria la probabilidad de que el consumo de petrdleo sea
considerado normal (es decir, que no rebase cierta cantidad en 24 horas)
es igual a 34. Se desea determinar cudl es la probabilidad de que el consumo

del petréleo sea normal durante 3 dias consecutivos.

Solucion 8

En este caso estamos en presencia de un esquema binomial:
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Definimos la probabilidad de éxito (p=0.75), que el consumo de petrdleo sea
considerado normal, o sea, que no rebase la cantidad fijada, y la de fallo

(g=0.25), que rebase dicha cantidad.

El esquema es binomial:
n
Fu(m) = (m) pmqt™
3
Py(3) = (3) (0.75)3(0.1)° = 0.422

La probabilidad de que el consumo se normal durante tres dias consecutivos

es igual a 0.422.

Probabilidad frecuentista o estadistica

Cabe senalar que el enfoque de la probabilidad clasica tuvo éxito al ser aplicado
a problemas relacionados con los juegos de azar, pero presentaba series
limitaciones cuando se intentaba utilizar en otros tipos de problemas que sus
condiciones no se ajustaban a sus supuestos basicos.

En consecuencia, surgieron métodos mas relacionados con la experimentacion
y se sustentaron en una base empirica de la interpretacion frecuentista o
estadistica de la probabilidad, a partir del analisis de las frecuencias de los
fendmenos aleatorios.

El problema aqui surge porque en definitiva igualmente verosimil es lo mismo
que igualmente probable, es decir, se justifica la premisa con el resultado.
Ademas équé ocurre cuando estamos considerando un experimento donde no
se da esa simetria?, équé hacer cuando el numero de resultados posibles es
infinito?

Es un hecho empiricamente comprobado que la frecuencia relativa de un
suceso tiende a estabilizarse cuando la frecuencia total aumenta. Pues, cuando
se repite un experimento bajo las mismas condiciones, un gran numero de

veces, la presencia de eventos mantiene cierta regularidad y asi, cuando se
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calcula el cociente del nUmero de veces que ocurra el evento por el nUmero de
veces que se realiza el experimento, este nimero o frecuencia tiende a
estabilizarse alrededor de determinado valor constante p = P(A).

En consecuencia, surge asi la definicion de probabilidad estadistica o

frecuentista.

Definicion: la probabilidad estadistica o frecuentista de un suceso es un
numero ideal al que converge su frecuencia relativa cuando la frecuencia total

tiende a infinito.

Por ejemplo, la probabilidad de que salga un seis al tirar un dado balanceado
es 1/6 porque al hacer un gran numero de tiradas su frecuencia relativa es
aproximadamente esa.

El problema radica en que al no poder repetir la experiencia infinitas veces, la
probabilidad de un suceso ha de ser aproximada por su frecuencia relativa

para un numero suficientemente grande.

Se dirad que un evento A tiene una probabilidad P si se cumplen las siguientes
propiedades:

1. Bajo las mismas condiciones es posible repetir un experimento aleatorio ¢
un numero ilimitado de veces.

2. Como resultado de un numero suficientemente grande de repeticiones del
experimento aleatorio ¢, la frecuencia de ocurrencia de un evento A difiere

ligeramente de una cierta constante que generalmente es desconocida.

Al repetir un experimento un gran nimero de veces, como valor numérico de
la constante se puede tomar la frecuencia o un numero cercano. La
probabilidad de un evento aleatorio asi definido se llama probabilidad

estadistica.
Otra forma de enunciarlo es:
Si se hacen n repeticiones de un experimento aleatorio ¢ y el suceso A es

observado n, veces, fy = HFA es la probabilidad de A.
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Ejemplos

a) Si no sabemos qué dolencia aqueja a los enfermos que acuden a la consulta

b)

de un hospital, debemos aplicar la definicién anterior.
Se debe tomar una muestra:
e Seleccionamos un hombre y se anota la enfermedad del paciente.

e Este proceso se repite n veces después de reponer la tarjeta del paciente

seleccionado.

Si n = 100 y obtenemos que de ellos 30 padecen de gripe, 10 de la
circulacion, 40 de reuma y 20 de la presién, entonces podemos decir que
los pacientes que acuden a un hospital tiene una probabilidad de 0,3 de
padecer de gripe, de 0,1 de padecer de la circulacién, de 0,4 de padecer de

reuma y de 0,2 de padecer de la presion.

Repetidamente se realizaron pruebas de arrojamiento de la moneda en las
gue se contaron el nimero de aparicion de cara. Los resultados se muestran

en la siguiente tabla:

numero de numero de Frecuencia
arrojamientos caras relativa
Buffon 4040 2048 0,5069
K. Pearson 12000 6019 0,5016
K. Pearson 24000 12012 0,5005

En este ejemplo las frecuencias se desvian un poco del numero 0,5. La

desviacion es menor mientras mayor es el nUmero de pruebas.

Como la probabilidad de aparicion de cara al arrojar la moneda es 0,5

nuevamente comprobamos que la frecuencia relativa oscila alrededor de la
probabilidad.
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Esta definicion salva las deficiencias de la definicidn clasica, pues para aplicarla
no es necesario que los eventos sean equiprobables, ni que haya un nimero

finito (fijo) de estos. Sin embargo, esta definicion también tiene deficiencias:
» Es mas bien descriptiva que formalmente matematica;
= No pone al descubierto la esencia de los eventos a los cuales se le aplica;

» No es aplicable a todas las situaciones de la vida real.

99



Capitulo III. ELEMENTOS DE ESTADISTICA INFERENCIAL

Variables aleatorias

Para introducir el concepto de variable aleatoria relacionado con los conceptos
del tema 2 se utilizara el experimento aleatorio consistente en el lanzamiento
de dos monedas representando sus puntos muestrales, cara (&) y cruz (%),
por los simbolos sefialados.

JAYAN

* D

D

* K

Se puede observar que es posible referirse a esos mismos puntos muestrales,
definiendo una variable X que «mida» la cantidad de cruces que se obtienen

al lanzar dos monedas.

A cada punto muestral es posible asociarle un valor de la variable X:

JAYAY X tomaria el valor 0
* O X tomaria el valor 1
AY ¢ X tomaria el valor 1
* K X tomaria el valor 2

Sobre la base de la variable X definida, que toma esos valores de manera

aleatoria, puede expresarse el espacio muestral S como:
S={x|x=0,1, 2}

Precisamente, a esa X se le denomina variable aleatoria.
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Variable aleatoria: es una funcién que asocia un valor, usualmente

numeérico, al resultado de un fendmeno aleatorio.

Intuitivamente, una variable aleatoria puede tomarse como una cantidad cuyo
valor no es fijo pero puede tomar diferentes valores; una distribucidon de
probabilidad se usa para describir la probabilidad de que se den los diferentes
valores. En términos formales una variable aleatoria es una funcién definida

sobre un espacio de probabilidad.

Mediante la utilizacidon del concepto de variable aleatoria se puede expresar de

una manera mas simple a los eventos:

A: que al menos se obtenga una cruz A ={X>1}
» B: que exactamente se obtengan dos estrellas B = {X = 2}

» C: que alo sumo se obtenga una estrella C = {X <1}

La representacion de cualquier evento siempre vendra dada por un conjunto
de numeros reales y ello hara mucho mas facil las operaciones entre los

mismos.
Ejemplo

A= (X>1) B = (X=2)yentonces (A.B) = (X=2); ya que 2 es el Unico

numero que tanto pertenece a A como a B.

Aunque el concepto de variable aleatoria se ha explicado sobre la base de un
fendmeno aleatorio cuyo espacio muestral es finito; este concepto también es

valido para S infinitos.

Ejemplos

1) X: Cantidad de personas que llegan a una cola en un tiempo t.
Sus posibles valores serian X = 0,1, 2... (infinito numerable)

2) Y: Tiempo de trabajo sin fallo de cierto equipo.

Sus posibles valores Y > 0 (infinito no numerable)

101




Para comprender de una manera mas amplia y rigurosa los tipos de variables,

es necesario conocer la definicién de conjunto discreto.

Conjunto discreto: si esta formado por un numero finito de elementos, o si
sus elementos se pueden enumerar en secuencia de modo que haya un primer
elemento, un segundo elemento, un tercer elemento, y asi sucesivamente (es

decir, un conjunto infinito numerable sin puntos de acumulacion).

En consecuencia, las variables aleatorias pueden clasificarse en discretas o

continuas.

Variable aleatoria discreta: es aquella variable aleatoria que toma

determinados valores en un conjunto discreto.

Por ejemplo, las siguientes son variables aleatorias discretas: «cantidad de
cruces obtenidas al lanzar dos monedas» y «cantidad de personas que llegan

a una cola en un tiempo t».

Variable aleatoria continua: es aquella que toma todos los valores en un

conjunto no numerable.

Por ejemplo, la siguiente es una variable aleatoria continua: «tiempo de

trabajo sin fallo de cierto equipo».

Observacion: las variables aleatorias se acostumbran a denotar mediante las
letras del alfabeto en mayuscula (X, Y, Z) y para referirse a sus posibles
valores se utilizan las mindsculas correspondientes: X = Xx1; X2; X3; se entiende

que la variable aleatoria X toma los valores xi, X2 y Xa.
Funcion de probabilidad. Propiedades

El objetivo central al estudiar los fendmenos aleatorios es conocer las
probabilidades de ocurrencia de diferentes eventos en él definidos; resulta de
interés entonces determinar o conocer el comportamiento probabilistico de
las variables aleatorias que se definan para estudiar esos fendmenos; en otras

palabras no tiene sentido conocer sélo los valores que puede tomar una
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variable aleatoria, sino que, unido a ello es imprescindible conocer las
probabilidades con que la variable aleatoria discreta toma cada uno de sus

posibles valores, o conjunto de sus valores.

En el caso de las variables discretas como en el ejemplo del lanzamiento de
una moneda dos veces para el cual se definié la variable X: «cantidad de cruces
que se obtienen al hacer el lanzamiento de dos monedas» se puede determinar

la probabilidad de ocurrencia de cada uno de sus posibles valores:

Probabilidad de ocurrencia

AN 1/2 x1/2 =1/4  —» P(X = 0) =
* O 1/2 * 1/2 =1/4
PX=1)="Va + Va = 15
DX 1/2 * 1/2 =1/4
* % 1/2 % 1/2 =1/4  —>» P(X =2) =

Observe que los eventos (X = 0); (X = 1) y (X = 2) forman para este
experimento un «grupo completo de eventos» y por consiguiente, al obtener
las probabilidades de esos eventos, se ha obtenido una distribucion de
probabilidad del referido fendmeno. Especificamente, este tipo de distribucién
de probabilidad asociada a variable aleatoria discreta recibe el nombre de

funcion de probabilidad.

Funcion de probabilidad

Sea X una variable aleatoria discreta que conforma el espacio muestral E de
la variable aleatoria X de puntos xi, Xz,..., Xk Y sea f una funcién de R en el
conjunto cerrado [0,1], subconjunto de R; entonces la funcidén de probabilidad
se define como:
f: R —-> [0,1]

X - f(x)ylamisma cumple con las siguientes propiedades:
1)f(xi)20 vx ekE
2) YK f(x) =1 VxieE
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En otras palabras, la funcion de probabilidad es una funcién f(x) que asocia
una probabilidad a cada valor de la variable aleatoria X.
f(x) =P (X =x)
Ejemplo
La funcién de probabilidad de la variable aleatoria X: «nUmero de cruces al
lanzar dos monedas», puede expresarse como:

X 0 1 2
f(x)| 1/4 | 1/2 | 1/4

Comprobando si cumple las propiedades:
1. f(x) >0

f(0)=P(X=0)="%>0

f(l)=P(X=1)=%>0

f(2) =P (X =2) =% >0, entonces se cumple la primera propiedad.
2. Z¥=1f (xp) =1

£ 11 1
Zf(xi):f(0)+f(1)+f(2):z+§+2=1

La representacidon de esta funcion de probabilidad se muestra en la figura 13.

0.6
0.5

0.5

0.4

0.3 0.25 0.25

0.2

0.1

0

X=0 =1 X=2

Figura 13. Representacion grafica de una funcién de probabilidad.

La representacion grafica de una funcién de probabilidad son puntos en el

plano, pero para lograr una mas rapida y mejor vision del comportamiento
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de la variable aleatoria se acostumbra a utilizar barras verticales similares
al de la figura 13.

Por otro lado, es preciso sefalar que al conocer la funcidn de probabilidad de
una variable aleatoria se puede calcular la probabilidad de cualquier evento

gue se defina asociado al fendmeno que se estudia.
Ejemplo

Para la funcién de probabilidad

X[ o[ 1]2
f(x)| 1/4 | 1/2 | 1/4

Pueden definirse los eventos:
1) A: al menos se obtenga una cruz [A = (X > 1)]
PA)=P(X21)=PX=1)+PX=2)=f(1)+fR2)="2+ Y2 = 3%
2) B: no se obtengan cruces
P(B)=P(X=0)=f(0) ="
Ejemplo

Sea la variable aleatoria X: «numero de clientes que arriban a un restaurante
en un periodo de tiempo de 5 minutos». Se determindé que la funcién de

probabilidad de X es la siguiente:

( % para X =0
% para X=1
f(x) =
)= Z para X = 2
a para X=3
\ 0 otros valores

a) Determine el valor de a.

b) Interprete el valor anterior en relacion a la frecuencia de veces que arriban

3 clientes en periodos de 5 minutos.
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c) Calcule la probabilidad de que arriben al restaurante al menos 2 clientes en

un periodo de 5 minutos.

d) éCual es la probabilidad de que en un periodo de 5 minutos considerado

arriben entre 1 y 3 clientes?
Soluciéon

X: numero de clientes que arriban a un restaurante en un periodo de tiempo

de 5 minutos.
a) YL f(x) = f(0) + (1) + f(2) + f(3) + f(otros valores) = % + g + g +a+0=1
Luego se obtiene que a = 0.125

b) En el 12.5 % de los intervalos de 5 minutos arriban 3 clientes al

restaurante.
c) PX=22)=f(2)+f(3)+f(otros valores) = 3/8 + 1/8 + 0 = 4/8
P(X > 2) =0.5
d) P(1<X=<3)=f(1)+f(2)+f(3)=3/8+3/8+1/8=7/8=0.875
Funcion de distribucion acumulada. Propiedades

Con frecuencia para expresar el comportamiento de las variables aleatorias
también se utiliza otra distribucién de probabilidad denomina funcion de

distribucion acumulada.

Funcion de distribucion acumulada:
Esta funcidén se denota como Fx (t) y es una funcion tal que:
Fx(t) =P (X<t) vteR

La Fx (t) en variables aleatorias discretas se obtiene a partir de la funcién de

probabilidad mediante Fx (t) = YK, f (x;) paratoda x; <t
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Ejemplo

La funcidn de distribucion acumulada Fx (t) del ejemplo de la funcién de
probabilidad de la variable aleatoria X: «numero de cruces al lanzar dos

monedas», seria:
Fx(O):P(XSO):P(X=O)=1/4
Fe(1) =P (X<1) =P (X=0)+P(X=1)=%

Fx(2) =P (X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=1

X 0 1 2
F(X)| Va E7 1

Con esta funcidn se puede calcular P(X = 1) de la siguiente forma:
P(X=1)=P(X<1)-P(X<0)=Fx(1) -Fx(0) =34 - Va = .

La representacidn grafica de esta funcidn de distribucion acumulada es la que

se puede observar en la figura 14.

FX (t) A

O *
|

|

3‘,& -__T—=
| I

| I

| I

| I

Va o—: :
| I

o] 1 2 3 X

Figura 14. Representacion grafica de una funcién de distribucién

acumulada.
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Como se puede ver en la figura 14, la grafica la funcidén es no decreciente y en
este caso de variable discreta se presenta de forma escalonada debido a que
hay intervalos en que la variable no toma valor y, por tanto, mantiene su

probabilidad en los mismos.
Funcion de densidad probabilistica. Propiedades

La funcién de densidad probabilistica permite calcular:

P(a < X < b) = Fx(b) - Fx (@) tanto para variables aleatorias discretas como
para variables aleatorias continuas. Para este Ultimo caso esta funcion siempre
sera continua y si ademas es derivable, podemos apoyarnos en el segundo

teorema fundamental del calculo que plantea:
F(b) - F(a) = [ f(x)dx

Es decir, la integral definida de f(x) en (a, b) puede hallarse mediante la
diferencia de su primitiva evaluada para los extremos del intervalo, podemos

plantear:
P(a<x <b)=F(b)-Fa) = [ "E(x)dx

Siendo la primitiva la funcidon de distribucién acumulada. A la funcién f(x) se

le denomina funcidn de densidad probabilistica.

Definicion:
Dada una funcidén f(x); ésta sera una funcion de densidad probabilistica si

P(a<X <b)=| f(x)dx

y tiene que cumplir con dos propiedades:

1.f(x) >0 paravxeR

2. Tf(x)dx=1

Si se quiere hallar Fx (t) a partir de la funcion de densidad se tendria que

proceder como sigue
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t
F) =] f(dx
a partir de esa expresion se concluye que

dF, (1) _
g

Ejemplo

Se ha decidido construir un servicentro en cierta avenida y por los estudios

realizados se concluyd que la demanda de gasolina semanal, en miles de litros,

se ajusta a la funcidn de densidad probabilistica siguiente:
X-1 sils<X=<2
f(X)= 3 3-X si2<X<3
0 otros valores

Determine:

a) La probabilidad de que la demanda de gasolina en una semana supere los
2.2 miles de litro. Interprete el resultado.

b) Si en los primeros 3 dias de una semana se demandan 1500 litros, iqué
probabilidad hay de que en esa semana la demanda sea inferior a 2500
litros.

Solucion:

X: demanda de gasolina semanal en miles de litros

a) P(X > 2.2)= [ (3— X)dx=0.32

2

Interpretacion: el 32 % de las semanas la demanda supera los 2.2 litros

2 0.-75 _ 0.8571

~ 0.875
X

Caracteristicas numeéricas de las distribuciones

Las distribuciones de probabilidad proporcionan una informacion completa

sobre el comportamiento aleatorio de una variable aleatoria, pero sobre la
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base de ese comportamiento es posible definir y calcular, algunos valores
numéricos capaces de resumir las caracteristicas generales del fendmeno
aleatorio que se estudia a partir de esa variable aleatoria. Se trataran asi, en
esta actividad, las caracteristicas numéricas fundamentales: valor esperado y

varianza.
» Valor esperado de una variable aleatoria

El valor esperado de una variable aleatoria (o de la distribucién de probabilidad
de X), es una medida de tendencia central de una variable aleatoria e informa
alrededor de que valor se mueven los valores de la variable aleatoria.
Por ejemplo en el lanzamiento de una moneda dos veces para el cual se define
la variable discreta X: «cantidad de caras que se obtienen al hacer el
lanzamiento de dos monedas», supongamos que se repite el experimento 16
veces y se registran los resultados de cada repeticién si los resultados
observados muestran que se obtiene:
Ninguna cara (X=0) en 4 ocasiones
Una sola cara (X=1) en 7 ocasiones
Dos caras (X=2) en 5 ocasiones
Entonces si se calcula
)—(:4—0+7-1+5-2 _1.06

16

Si se reestructura este calculo convenientemente se tendra

- 4 7 5
X=—(0)+—(1)+—(2)=1.06
160+ W+ )
Donde
12, 176, 156 son valores de frecuencias relativas de cada valor de los variable

para las 16 repeticiones del experimento.
Se conoce que las frecuencias relativas son valores de probabilidad, de manera
gue, para variables aleatorias discretas se podra obtener su media sin

necesidad de realizar el experimento a partir de la siguiente expresion:
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E(X)=pu=> xf(x)

En el ejemplo para el cual se habia obtenido:
X 0 1 2
f(x)|1/4 | 1/2 | 1/4

Se determina

E(X) == xf(x)=0-f(0)+1- f (1) +2- f(2)=1é+2-£11=1

Esto implica que si se repite un gran numero de veces el experimento de lanzar
una moneda dos veces se obtendra como promedio una cara.

Notese que el valor esperado de una variable discreta no necesariamente tiene
que coincidir con un valor de la variable.

En el caso de las variables aleatorias continuas, la concepcion es la misma,

pero se obtiene segun:
E(X)=u= jxf(x) dx
VX

En el ejemplo de la construccién del servicentro, si queremos hallar cual es la
demanda promedio para una semana cualquiera
X: demanda de gasolina semanal en miles de litros
X-1 sils X <2
f(X)= 3-X si2<X<3

0 en otros valores
‘ : 5 7
EX)=pn= IX(X —1)dx + IX(3— X)dx = sts" 2 (miles de litro semanales)
1 2

Las propiedades mas importantes del valor esperado son:
» E(C)=C
= E(CX) =C-E(X)
= E(X+Y)=E(X)+ E(Y)
Si se requiere calcular el valor esperado de una funcién de una variable

aleatoria g(X) con funcidn de probabilidad conocida f(X) entonces:
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Para variables discretas

Elg(x)]=>9(x)f (x)
VX
Para variables continuas

E[g(q)]= [ g0 f (x)dx

= Varianza de una variable aleatoria

El valor esperado por si solo no brinda toda la informacidon sobre el
comportamiento de la variable aleatoria; conviene saber ademas si ese valor
promedio representa adecuadamente al conjunto de valores de la variable, es
decir, si es un promedio de valores cercanos uno de otro, o si por el contrario
es un promedio de valores alejados unos de otros.

Esa informacidon nos la brinda la varianza V(X), que es una medida de la
variabilidad o dispersion de los valores de la variable aleatoria con respecto a
su valor esperado, complementa asi la caracterizacién de la distribucion, dando
una idea de la forma de la distribucion.

Conceptualmente se expresa como:

V(X) = E[(x- E(x)f|
Y se calculara mediante la expresion:
V(X)=E(x")~E*(x)
La varianza nos informa cuan concentrados o dispersos estan los valores de la
variable aleatoria alrededor de la media o valor esperado.
Si V (X1) < V (X2) hay mayor concentracion en los valores de la variable X3
que en los valores de la variable Xa.
Siguiendo el ejemplo del lanzamiento de una moneda dos veces para hallar la
varianza de X se hallaria:

1

1 1
E(x*) =) x*f(x)=0°-~+1*-=+2*.~ =15
% 4 2 4

V(X)=E(x*)-E*(X)=1.5-1*=05 (caras)
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Las propiedades mas importantes de la varianza son:
= V() =0
= V(CX) =C2V (X)

Distribuciones continuas clasicas

» Distribucion Uniforme

Definicion: Se dice que la variable aleatoria continua X, tiene una distribucidn

uniforme si su funcién de probabilidad esta dada por la expresion:

i a<x<b
fy(xX)=1b-a

0 otro caso

La notacion para esta distribucidén es X~U(a, b) y se lee «la variable aleatoria
X se distribuye uniformemente en el intervalo (a, b)».

La funcidon de probabilidad acumulada para esta distribucion uniforme esta

dada por:
Fx(X)=t)::: si a< x <b.

Valor esperado y varianza:

» Distribucion Exponencial

Definicion: La variable aleatoria X tiene una distribuciéon exponencial con

parametro >0, y se escribe X~exp(x; B) si su f funcidon de probabilidad es de

la forma:

Be™ x>0
f, (X) =
x() {O Xx<0

La funcidon de distribucion de la variable aleatoria es:

F()=1-e™
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Valor esperado y varianza:
1 1
E(X)=" V(X)=-—>5
B Vs
Esta distribucion tiene la propiedad de falta de memoria pues parat >0y h>0
P(X>t+h|X=>t)=P(X=>h)

Teorema: Supongase que las variables aleatorias X, X,,..., X, constituyen

una muestra aleatoria (esto quiere decir que son independientes y con la
misma funcién de densidad de probabilidad) de una distribucién exponencial

con parametro p. Entonces la distribucion de Y =min(X,,X,,...,X,) es una

distribucién exponencial con parametro ng.

» Distribucion Gamma.

Definicion: La funcion gamma para « >0 se define como

F(a):IxHe*de, para que la integral converja se requiere x > 0.
0

La funciédn gamma tiene las siguientes propiedades:
1) Si a>1 entonces I'(a)=(a-DI'(a-1)

2) Si neZ* entonces 7 (n)=(n-1)!

Definicion: Se dice que la variable aleatoria X tiene una distribucién de
probabilidad Gamma con parametros « >0y B >0 y se escribe X~ Gamma
(x;a, B) si su funcién de probabilidad esta definida como:

Bu a—1,—Px

1:x (x) = I'(a)
0 otro caso

x>0

La media y la varianza para esta distribucién Gamma estan dadas por:

(04

EX)=2  V(X)=
()/5’ ()ﬂz
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Propiedades:

1) Si las variables aleatorias X,,X,,..., X, tienen una distribucion exponencial

con parametro B y son independientes unas de otras. Entonces la variable

aleatoria X =in se distribuye como 7(x;a,p). Es decir,
i=1

La suma de « variables aleatorias, independientes vy distribuidas

exponencialmente con parametro g tiene una distribucion Gamma I'(x;a, ) .

2. Si las variables aleatorias X,,X,,...,X, son independientes y X, ~ I'(x;,/)

k
para i=1,2,...,k. Entonces la variable aleatoria X :in se distribuye como
i=1

X~F(X;a=_zk:ai,ﬂ).

» Distribucion Normal

Definicion: La variable aleatoria cuya ley es normal con pardmetros p y o2
tiene la siguiente funcion de densidad

—(x—u)? [252

fx(x):J%Je , XeM, ueR, y o>0

La ley normal desempefia un papel importante en la teoria de las
probabilidades y es usual que sirva para modelar una variedad de fendmenos
aleatorios reales.

No es dificil comprobar que la funcidn de densidad de una variable aleatoria
normal tiene un maximo en x=yp, tiene puntos de inflexién en x=utc y el eje

de las abscisas sirve de asintota cuando x—+w». Ademas:

= —(x-u)?
e 2 dx=1
iﬁZHG

La grafica de la funcién de densidad normal se llama curva normal (curva de

Gauss).
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—(x-p)°

2
Examinemos la funcién Yy = e
\N2rmo

1) La funcidn estd definida en todo el eje x.

2) Vx la funcion toma valores positivos, es decir, la curva normal esta situada
encima del eje x.

3) El limite de la funcién, al crecer ilimitadamente x (en valor absoluto), es

igual a cero: Limy=0, el eje x sirve de asintota horizontal de la grafica.

[X]| >0

Examinemos la funcion respecto al extremo. Hallemos la primera derivada:

—(x-p)*
202

y’—_X_—’ue
o3\2rx

y "= 0 cuando X

1l
y > 0 cuando X < p

y < 0 cuando x > p
Por lo tanto, cuando x=p la funciéon tiene un maximo igual a: 1/c(2r)%/?
4)La diferencia x-p estd contenida en la expresion analitica de la funcion al

cuadrado, es decir, la grafica de la funcidén es simétrica respecto a la recta

X=L.
5)Examinemos la funcion en el punto de inflexion. Hallemos la 2da derivada:
y" —lﬁ e_(xz_:z)z 1 x=n)” ara + la derivada segunda
= — — ra X= cV X=u-o riv u

es igual a cero y al pasar por estos puntos, cambia de signo (en ambos

puntos el valor de la funcion es igual a 1/c6(2re)/?).

Por consiguiente los puntos (/,[— u+o; j de la grafica son

M.
"o 2me o~2me

puntos de inflexion.

Influencia de los parametros de la distribucion normal sobre la formula de la

curva normal (ver figura 17):
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Figura 17. Distribucidn normal. Forma acampanada y simétrica

» (Parametro p). Las graficas de las funciones de f(x) y f(x-u) tienen igual
forma, desplazando la grafica de f(x) en el sentido positivo del eje x en u
unidades de la escala para x > 0, obtenemos la grafica de f(x-u).

Por lo tanto, la variacién de la magnitud del parametro u no altera la forma
de la curva normal, sino da lugar solamente a su desplazamiento a lo largo

del eje x, hacia la derecha si u crece y hacia la izquierda si u decrece.

(Parametro o). Ya sabemos que el maximo de la funcién es igual a

1
o2
Por lo tanto, al crecer ¢ la ordenada maxima de la curva normal decrece,
mientras que la propia curva decrece mas suavemente, es decir, se
aproxima al eje x; cuando decrece o, la curva normal decrece mas
agudamente y se alcanza en sentido positivo del eje y.
Para todos los valores de los parametros ¢ y p el area limitada por la curva

normal y el eje x se mantiene igual a la unidad (propiedad de la funcién de
densidad).
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Probabilidad de que una magnitud aleatoria X esta en un intervalo dado:

P(x, < X <x2)=jfx(x)dx

X1

Si suponemos que X o« N(u, o%), entonces:

X, (x-p)’
1 f - 2 . . .
P(x, <X <X,)= Ie 207 dx haciendo un  cambio de  variable
o271
1=2"H S x—cz+u
O
dx=ocdz

Obtenemos los nuevos limites de integracion:

SixX =X = Z:u

O
SiX=X2= z="2"H

O
Entonces

Xo—H Xo—H

1 2 = 1 ¢ 1 ¢ =
P(x, < X <X,)= IeZUdz:— J'ezdz+—.[e2dz
oN2r L, N2 27

__1 I e 2dz——1_ j e 2dz
27 20 4
o L, 1 0: =
utilizando la funcion de Laplace o(x)=—=—[e 2 dz
N 27 ‘([

= p(x, <X <X,) :q)(xz _'uj—@[u)
(o3 o
Ejemplo
Sea X ~N(u,0°) donde n = 30 y o = 20. Halle la probabilidad de que X tome
un valor correspondiente al intervalo (10,50).

50-30)_,(10-30
10 10

P(10< X <50):(I)[ j:(D(Z)—(D(—Z) = 0.977 - 0.023 = 0.954
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Habitualmente los valores de la funcién de distribucién acumulada para la
distribucién normal aparecen en las tablas estadisticas o se pueden determinar

en varios softwares estadisticos.

Teorema: Si X tiene una distribucion normal con media x y varianza &° y si

Y = aX + b, donde a y b son constantes con a diferente de cero, entonces la

variable aleatoria Y tiene una distribucion normal con media a- x4 +b y varianza

azoc°.

Teorema: Si las variables aleatorias Xi,...,Xk son independientes y las

Xi~N(xi; wi, o}) entonces X, +---+ X, tiene una distribucién normal con media

= +-+ 4, Y varianza o} +---+of .

Corolario (1): Si las variables aleatorias Xi,...,Xk son independientes con

Xi~N(xi; i, o)y siai,...,axy b son constantes para las que al menos uno de

los valores ai,...,ak es distinto de cero, entonces la variable

X=aX,+--+aX,+b tiene una distribucion normal con media

H=a +---+a.u +b y varianza o? =af012+"‘+a50k2-

Corolario (2): Si las variables aleatorias Xi,...,Xk constituyen una muestra

aleatoria de una distribucion normal con media x y varianza o°. Sea la

variable aleatoria X conocida como la media muestral.

Entonces X~ N(x;u,6°/n).
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Teorema Central del limite

Sean Xi, X2,..., Xn una muestra aleatoria de una distribucién con media ux vy

varianza o°. Entonces, si n es lo suficientemente grande, X tiene una

2

distribuciéon normal aproximada con uz =pu y o5 = %

Es decir: Z:ﬂ se convierte en Z= X—u

o oln’

y entonces tenemos que

2
X >N, 7o)
n

n
De forma equivalente, X :in se distribuye aproximadamente normal con
i=1

media uy =nu y varianza af =no?.

X - .
Z=7'u se convierte en Z=

o \Ing?

Es decir: , Y entonces tenemos que

X - N(X;n,u,naz)

Aproximacion de la distribucion Normal a la Binomial: Si repetimos n

ensayos Bernoulli de manera independiente, se tiene que E(Xi)=p y V(Xi)=p-qg

1 Si hay fracaso en el i — ésimo ensayo

n X, = . ‘o C
co : {O Si hay éxito en el i — ésimo ensayo

el Teorema Central del Limite garantiza que para n grande que:

X ~N(X;ux =p=p,ox =0’ In=pq/n)

yque: X =) X, ~N(X;u, =nu=np,oc, =nc’=npq)

i=1

Una aplicacion practica cuando n es grande, y no podemos usar tablas
binomiales para encontrar probabilidades de este tipo, es aproximar la

distribucion binomial a una normal.
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Si se toma una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacidon de tamafio N
con funcion de probabilidad f,(x), cada una de las variables aleatorias
X, X,,...,X, que conforman la muestra son independientes y con la misma
distribucion.

Cualquier funcidn de estas variables sigue siendo una variable aleatoria que

debe tener una funcidon de probabilidad propia, que se puede deducir de la

distribucidn conjunta de las variables aleatorias X,,X,,...,X,, que conforman la

muestra aleatoria, por esta razén se denomina a esta funcion de probabilidad

como distribucion muestral.

Definicion: Un estadistico es cualquier funcién de una muestra aleatoria
X Xgr X,

Definicion: Los grados de libertad (g.l.) para cualquier estadistico es el

numero de datos que pueden variar libremente al calcular ese estadistico.

» Distribucion Chi-cuadrada

Definicion: Si X es una variable aleatoria con distribucion gamma con

parametros ,B:; y oc:; con n entero positivo, entonces se dice que X tiene

una distribucién llamada chi-cuadrada con n grados de libertad y se denota

como X~ yZ.

g

X

Su funcién de probabilidad es de la forma fx(X) =

La media y la varianza de la distribucién chi-cuadrada son:
E(X)=n V(X)=2n

En esta distribucion n es el parametro de forma. Los valores de la distribucién

de probabilidad acumulada se encuentran tabulados en tablas.
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Esta distribucidn es de gran importancia en estadistica inferencial, por ejemplo
en la construccién de intervalos de confianza, al probar una hipdtesis, para

encontrar relacidon entre variables, etc.

» Distribucion t de Student

Definicion: Si Y y Z son dos variables aleatorias independientes tales que

Y~N(y;0,1) y Z~y?, entonces la variable aleatoria t= tiene una

Y
AJZIn
distribucién que se llama t de Student con n grados de libertad, con funcion
de probabilidad dada por la expresion

—(n+1)/2
r[(n+1)2)(, t
t~vt (tn)=——— |1+ — —o<t<

0= ) - oSIE®

Esta distribucion también es simétrica y cuando n tiende a infinito la
distribucién t tiende a la normal estandar, la diferencia entre estas
distribuciones es que la t de Student tiene colas mas pesadas, es decir se
acumula mas probabilidad en las colas.

La distribucion t de Student estd estrechamente relacionada con muestras
aleatorias de una distribucion normal.

» Distribucion F

Definicion: Si U y V son dos variables aleatorias independientes tales que

U~y% y V~y2 entonces la variable aleatoria X=L\J///r: tiene una distribucion

lamada F con m grados de libertad en el humerador y n grados de libertad en

el denominador y se escribe X~F(x;m,n)=F_ .

La distribucién F tiene gran aplicacion al probar hipétesis sobre dos o mas
distribuciones normales. Esta distribucion se usa para hacer inferencias sobre
las varianzas poblacionales cuando se tienen dos muestras aleatorias.

Los valores de P(X=x)=a=P(Xx=F, ) se encuentran tabulados. Esto

significa que con los grados de libertad para el numerador y para el
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denominador, la tabla brinda informacidon sobre la probabilidad a la derecha

del valor F,,, -

La funcidon de distribucidon es de la forma:

I'[L(m+n)m™n"2

X2 "

f (X;m,n) =

Observacion: F

T (3 m)r(

)

l-a,m,n

1

a,n,m

Estimacion estadistica

(mX + n)(m+n)l2

En el capitulo anterior se dieron elementos de Teoria de las Probabilidades que

constituyen la base para la Inferencia Estadistica, que es una rama de la

Estadistica que tiene como objeto de estudio aquellos procedimientos

estadisticos para realizar inferencias sobre las caracteristicas de diversos

fendomenos aleatorios.

En general existen dos tipos de

La inferencia
deductiva

La inferencia
inductiva

Ejemplo

—)

inferencias:

Es un juicio o generalizacion basado en
axiomas, teoremas y supuestos teoricos. De
esta forma se obtienen conclusiones a partir
de un razonamiento o proceso légico a priori.

Es un juicio o generalizacion derivado de
observaciones experimentales o empiricas. Se
obtienen conclusiones a partir de un
razonamiento a posteriori.

1) La definicion clasica de probabilidad es un ejemplo de inferencia deductiva,

ésta es una definicidn a priori, se llega a la probabilidad de un suceso a

partir de axiomas, sin efectuar ninguna experiencia, sélo a través de

razonamientos abstractos.
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2) La definicion frecuencial de probabilidad es un ejemplo de inferencia
inductiva, solo se llega a la probabilidad de un suceso después que se ha

repetido el experimento un nimero grande de veces.

Sin embargo, la Inferencia Estadistica es esencialmente inductiva. En ella se
alcanzan conclusiones, generalizaciones respecto a las caracteristicas de una

poblacién, a partir de observaciones empiricas realizadas a una muestra.

En la practica se dispone de una o varias muestras y a partir de ellas se
pretende obtener conclusiones referentes a la poblacion o poblaciones de

donde proceden dichas muestras.

Inferencia Estadistica: se trata de un proceso inductivo que parte de lo
particular, la muestra, para llegar a lo general, la poblaciéon. Tal proceso,
envuelve cierto grado de incertidumbre y supone riesgos o pérdidas debido a

decisiones incorrectas.

De acuerdo a los objetivos que se persigan, la Inferencia Estadistica

comprende dos tipos de técnicas basicas, la estimacion y décima de hipdtesis.

La teoria de la estimacion fue fundada por R. A. Fisher y su objetivo esencial
es obtener un conocimiento de cierto aspecto de la poblacion sobre el cual se
desconocen las caracteristicas fundamentales. Por ejemplo, determinar la

temperatura media de una regién, la produccién media de cierto articulo, etc.

Existen dos formas de realizar la estimacion, la estimacion puntual y la

estimacioén por intervalos:

= La estimacion puntual: como su nombre lo indica, es la designaciéon de
un valor o punto, como estimado del aspecto de interés en la poblacion. Por
ejemplo, de la media poblacional, de la varianza.

» La estimacion por intervalos: ofrece un conjunto de valores posibles
como estimado. Por ejemplo, puede estimarse que la temperatura media

anual de una regién se encuentra entre los valores 25 C° y los 38 C°.
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Para estudiar con mayor detalle el concepto de estimacion, debemos conocer

los conceptos de espacio muestral y espacio paramétrico.

El espacio muestral (c3), recordemos que se definia como el conjunto formado

por todos los posibles resultados del experimento, por ejemplo, si tenemos
una poblacién normal y tomamos de ella una muestra de tamafo n, puede

afirmarse que el espacio muestral sera iR".

El espacio paramétrico esta relacionado con la distribucion de probabilidad de
la variable aleatoria que se esté estudiando. Vimos que las leyes o funciones
de distribucién de probabilidad, dependen de constantes, usualmente llamadas
parametros. Asi, por ejemplo, en la distribucion Binomial, los parametros seran

ny p, en la distribucion Normal, los parametros seran y y 2.

Entonces, podemos decir que:

Espacio paramétrico: es el conjunto formado por todos los posibles valores
de la distribucidon de probabilidad de una variable aleatoria, que puede tomar

sus parametros y se denotara por la letra griega ®.

Ejemplo

Los siguientes son espacios paramétricos:

= Distribucién Normal: © =RxR]

» Distribucidn Poisson: 0=%,

= Distribucion Bernoulli: @ =]0,1]

Debemos aclarar que al hacer variar el parametro de una distribucién por todo
el espacio paramétrico, se obtienen todas las posibles distribuciones de la
familia, es decir, si conocemos que una variable aleatoria X sigue una

distribucién Normal con parametros desconocidos, la distribucién real de esta

variable pertenecera al conjunto formado por todas las distribuciones normales

(familia de distribuciones normales), la cual se denotara como: {Pe :9&@},
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siendo P, la distribucién de probabilidad que depende del pardmetro 6y © el

conjunto formado por todos los valores que puede tomar 6, es decir, el

espacio paramétrico.

Como cada variable aleatoria tiene una sola distribucion de probabilidad, es
obvio que solo una distribucién de la familia serd la verdadera, y el
conocimiento de esta distribucion permitira conocer el valor real del parametro

§ y viceversa.

Estadigrafo: a un valor calculado a partir de los valores observados de una
muestra, usualmente, pero no necesariamente como algln estimador de un

parametro poblacional, una funcién de los valores muestrales.

Estimacion por intervalos

Estimacion por intervalo: establece un intervalo dentro del cual es muy
probable que se encuentre el parametro poblacional. El coeficiente de
confianza se usa para indicar la probabilidad de que una estimacién por
intervalo contenga al parametro poblacional. El nivel de confianza es el

coeficiente de confianza expresado como un porcentaje.

» Limites de confianza para la media de una poblaciéon normal

Partiendo de que Z~ N(0,1), lo que se busca es encontrar un valor de z; tal
que el intervalo (-z1 < Z < z1) tenga alta probabilidad de ocurrencia (1—a ), €s

decir:

P(-z,<Z<z)=1-a (a)
ahora si X~N(u,02) entonces:

z=""F (b)

Reemplazando (b) en (a) tenemos que:
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X—p

P(-z, < <Z,)

X
P(X—-z,06, <pu<X+2,0,)
%/_/ %r_/

Il |2
Como X es una variable aleatoria, entonces los limites del intervalo, 11 y Iz,

seran también variables aleatorias mientras no se reemplacen los valores

obtenidos en una muestra.

Los limites |1 y |2 pueden variar de una muestra a otra pudiéndose obtener una

situacion como la que ilustra el siguiente grafico.

e RN
2 :.hz\x__
X2 Xa/2

A. Intervalo de confianza para | con varianza «* conocida.

Si X es la media de una muestra aleatoria de tamafio n de una poblacién
normal con varianza o?conocida, un intervalo de confianza de (1-—a )-100%

para | esta dado por:

_ G _ c
X=Zy g = <MU<X+Zy ;=

Jn Jn

donde Z,_,,, es el valor que deja un area de 1-a/2 a la izquierda.

Al término _©_se le conoce como el error estdndar o desviacidn estandar del
n

promedio muestral cuando la selecciéon de la muestra es con reemplazo.

Si el muestreo es sin reemplazo y la fraccion de muestreo %20.05, el error

estandar sera:
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o N_n ’ . . . . .7
Nt y los limites de confianza se calculan con la siguiente expresion:
n -
x—z, -2 N0 xig, S NI
1—&/2\/ﬁ N—_1 I3 1701/2\/5 N—_1
Ejemplo

Una empresa fabrica focos que tienen una duracidon aproximadamente normal
con desviacion estandar de 40 horas. Si una muestra de 30 focos tiene una
duracién promedio de 780 horas, encuentre un intervalo de confianza de 96%
para la media de la poblacién de todos los focos que produce esta empresa.
Solucion

La estimacion puntual de 1 es X =780. El valor z, que deja un area 0.980 a la

izquierda, es 20,08 =2.05.

De aqui que el intervalo de confianza del 96% sea:

40 40
780—(2,05) - |< u<780+(2,05)
( )(«/30] a ( Jsoj

Efectuando las operaciones indicadas se tiene: 765<u<795

O sea, con un 96% de confianza entre 765 y 795 horas se encontrara la media

de la duracion de la poblacién de todos los focos que produce la empresa.

B. Intervalo de confianza para | con varianza o° desconocida (muestra

pequefia n<30)
Si X y S son la media y la desviacidon estandar de una muestra aleatoria de
tamano n de una poblaciéon normal con varianza s2desconocida, un intervalo

de confianza de (1—a. )-100% para | esta dado por:

- - S
<pu<xX+t,,—

Rt,, >
al2 \/ﬁ \/ﬁ
donde t,, es el valor t con (n - 1) grados de libertad, que deja un area

de o/2 a la derecha.
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Al término _>_se le conoce como la estimacién del error estandar o desviacion

Jn
estandar del promedio muestral cuando la seleccion de la muestra es con
reemplazo.

Si el muestreo es sin reemplazo y la fraccion de muestreo %20.05, el error

estandar sera:

S IN—-n . : - .,
SN y los limites de confianza se calculan con la siguiente expresion.
x—t > (N=0  xpp > (N2

al2 \/ﬁ N—l u al2 \/ﬁ N—l

Ejemplo

Una maquina produce piezas metalicas de forma cilindrica. Se toma una
muestra de las piezas y los diametros son 1,01; 0,97; 1,03; 1,04; 0,99; 0,98;
0,99; 1,01 y 1,03 centimetros. Encuentre un intervalo de confianza de 99%
para el didmetro medio de las piezas de esta maquina, suponga una
distribucién aproximadamente normal.

Solucion:

Primero se calculara las estimaciones puntuales de 1 y 2, es decir el promedio

y desviacién estandar muestral.

n

;Xi ~1.01+0.97+...+1.03
9

=1.006

=0.025

_ \/(1.01—1.006)2 +(0.97-1.006) +...+(1.03-1.006)’
8

El valor t con 8 grados de libertad, que deja un area de 0.005 a la derecha es

to00s =3.395. De aqui que el intervalo de confianza del 99% sea:

0.025 0.025
1.006-1(3.355 < u<1.006+(3.355) ——
( { 7 J : ( { 9 }

Efectuando las operaciones indicadas se tiene: 0,98 < 1 <1,03
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O sea, con 99% de confianza entre 0.98 y 1.03 horas se encontrara el diametro

medio de las piezas de la maquina.

C. Intervalo de confianza para | con varianza «* desconocida (muestra grande
n>30)
En una variable que se distribuye normal, cuando <* es desconociday n>30,

S? puede reemplazar a &? y utilizar el intervalo de confianza siguiente:

_ S _ S
X=Zy g —=<U<X+Z,,—

1-a/2 \/ﬁ \/ﬁ

donde Z,,,, es el valor que deja un area de 1-a./2 a la izquierda.

De igual forma S es la estimacién del error estadndar o desviacién estandar

n

del promedio muestral cuando la seleccidén de la muestra es con reemplazo.

Si el muestreo es sin reemplazo y la fraccion de muestreo %20.05, el error

estandar sera:

S IN-n . . N .,
“UNCT y los limites de confianza se calculan con la siguiente expresion:
%z, ,,— NP cxsz, ,, = (NP
1-a/2 nVN-1 u 1-a/2 N1
Ejemplo

Una muestra aleatoria de 100 propietarios de automdviles muestra que, en el
estado de Virginia, un automévil se maneja, en promedio, 23 500 kildmetros
por afio con una desviacion estandar de 3 900 kildmetros. Construya un
intervalo de confianza de 99% para el nUmero promedio de kildmetros que se
maneja un automovil anualmente en Virginia.

Solucion:

Las estimaciones puntuales de y y ¢’son respectivamente x=23500 y S=3900

. El valor z, que deja un area de 0.005 a la derecha y por lo tanto tiene un
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drea de 0.995 a la izquierda, es Zyq =2.98. De aqui que el intervalo de

confianza del 99% sea:

3900 3900
23500— (2,58) 2% |« s < 23500+ (2.58)( 220
( )[«ﬂooj # ( )(«ﬂooj

Efectuando las operaciones indicadas se tiene: 22 493.8< 1 <24506.2
O sea, con 99% de confianza entre 22 493.8 y 24 506.2 se encontrara el
numero promedio de kilbmetros manejados por los propietarios de

automoviles en Virginia.

Teorema: Tamaho de muestra cuando la varianza poblacional es conocida

Si X se usa como estimacion de i, podemos tener (1—o )-100% de confianza

de que el error no exceda una cantidad especifica e cuando el tamano de la

muestra es:

2
O 1
e

Si el céalculo del tamafio de muestra resulta un valor con decimales, se debe

redondear al siguiente nimero entero.

Observacion: si el muestreo es sin reemplazo, el tamafio de muestra se

calcula con la siguiente expresion:

2
n Z,_ .0 ~ .
n=—2- donde n, :(“"Zj y N es el tamafo de la poblacion.
e

1+-2

Si la fraccion de muestreo nﬁo<o.05 entonces n = ng

Ejemplo

¢De qué tamaio se necesita una muestra si deseamos tener 98% de confianza
gue la media muestral esté dentro de 10 horas de la media real?

Solucion

Como ya se calculd el valor de Zop.9s = 2,05 y se tiene el dato que la desviacién
estandar poblacional es 40, entonces el tamafio de muestra para un error de

10 horas es
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n :[(205)(40)] ~67.24
10

entonces, el tamano de muestra para las condiciones solicitadas sera 68.

Teorema: Tamaho de muestra cuando la varianza poblacional es desconocida
Si X y S son las estimaciones de |1 y &, repectivamente, podemos tener (
1-a)-100% de confianza de que el error no exceda una cantidad especifiva e

cuando el tamafno de la muestra es:

El valor de S puede ser obtenido a partir de una muestra preliminar de por lo

menos 30 elementos.

Observacion: si el valor del tamano de muestra es decimal se debe redondear

al siguiente niumero entero.

» Intervalo de confianza para la varianza de una poblaciéon normal
Si S? es la varianza de una muestra aleatoria de tamafo n de una poblacion
normal, un intervalo de confianza de (1— o )-100% para o* es:

(n )—(3)82 ol < (nX—Zl)S2

/2 1-0/2

donde xz,, y x2_,, son valores X? con v = n - 1 grados de libertad.
Ejemplo
Un fabricante de baterias para automoviles afirma que sus baterias duraran
en promedio tres afos, con una varianza de un afio. Si cinco de estas baterias
tienen duraciones de 1,9; 2,4; 3,0; 3,5y 4,2 afios, construya un intervalo de
confianza del 95% para o? y decida si la afirmacion del fabricante de que 2 =1
es valida. Suponga que la poblacién de duraciones de las baterias es de forma
aproximadamente normal.
Solucién

La estimacion puntual de «? es S? = 0,815.
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El valor X7 ,, es Xl =11.143; y el valor X?,, es igual a X =0.484

De aqui que el intervalo de confianza del 95% sea:

(5-1) (0815) _ _, _(5-1) (0.815)
11.143 0.484

Efectuando las operaciones indicadas se tiene: 0.3<oc?<6.7
O sea, con 95% de confianza entre 0.3 y 6.7 se encontrara la varianza de la
duracién de la baterias. Por lo tanto es valida la afirmacion del fabricante

porque el intervalo hallado contiene a la unidad.

» Intervalo de confianza para la proporcion poblacional.

Si p es la proporcidn de éxitos en una muestra aleatoria de tamafion y g=1-p

. Un intervalo de confianza aproximado de (1-a )-100% para el parametro

binomial p estd dado por:

A A

Pq

A A pq
P—Z1 412 e <p<p+z,.,,

n

donde Z,_,;, es el valor z que deja un area de 1-a/2 a la izquierda.

Si el muestreo es sin reemplazo y la fraccién de muestreo %20.05, los limites
de confianza se calculan con la siguiente expresion:

. m N-—n . m N-n

Ejemplo

Un genetista se interesa en la proporcién de hombres africanos que tienen

cierto trastorno sanguineo menor. En una muestra aleatoria de 100 hombres

africanos, se encuentran que 24 lo padecen.

a)Calcule un intervalo de confianza de 99% de confianza para la proporcién
de hombres africanos que tienen este desorden sanguineo.

b)éiQué se puede asegurar con 99% de confianza acerca de la posible
magnitud de nuestro error si estimamos que la proporcién de hombres

africanos con este trastorno sanguineo es 0.24?
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Solucion

a)La estimacion puntual de p es p:lz(;g:o.24. El valor z, que deja un area de

0.005 a la derecha y por lo tanto un area de 0.995 a la izquierda, es

Zy5s =2.98. De aqui que el intervalo de confianza del 99% sea:

024—@5&/«Mﬁégn»<p<024+@5&/“”ﬁégﬂn

Efectuando las operaciones indicadas se tiene: 0.13<p<0.35

O sea, con 99% de confianza entre 0.13 y 0.35 se encontrara la proporcién
de hombres africanos que tienen este desorden sanguineo.
b)Si la proporcion de hombres africanos con trastorno sanguineo menor es

0.24, la magnitud del error es:
e:@5@/§533939=011
100

A. Calculo del tamafio de muestra para estimar un proporcion a partir de la
informacion muestral
Si p se utiliza como una estimacidon de p, podemos tener una confianza del
(1-a)-100% de que el error serd menor de una cantidad especifica e cuando
el tamafo de la muestra es aproximadamente:

eZ

n=

Observacion: si el muestreo es sin reemplazo, el tamano de muestra se
calcula con la siguiente formula:

n="o_
n

1+-2
N

2
z N g
donde n, =1‘”“3’22pq y N es el tamafio de la poblacién.

Si la fraccion de muestreo nﬁo<o.05 entonces n = ne
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Ejemplo

Fueron encuestados 1600 adultos sobre un articulo del periddico, 32% dijeron
que el programa espacial debe enfatizar la exploracion cientifica ¢Qué tan
grande se necesita que sea la muestra de adultos en la encuesta si se desea
tener una confianza de 95% de que el porcentaje estimado esté dentro de 2%
del porcentaje real?

Solucion

El valor de Z,,,=196 y la estimacién del porcentaje de adultos que
manifiestan se debe enfatizar en la exploracion cientifica es 32%, entonces el
tamafo de muestra para un error de 2% es

. 1.962(0.32)(0.68)
- (0.02)?

=2089.8

Entonces el tamafo de muestra con las condiciones solicitadas sera 2090.

B. Calculo del tamafio de muestra para estimar un proporcion sin utilizar la

informacion muestral

El valor de pg se hace maximo cuando ﬁ:;, por lo tanto la férmula para

calcular el tamafio de muestra queda de la siguiente manera:

2

n= Z1—0:/2

 4e?
Ejemplo
Se lleva a cabo un estudio para estimar el porcentaje de ciudadanos de una
ciudad que estan a favor de que el agua se trate con flUor. ¢Qué tan grande
se necesita que sea la muestra si se desea tener una confianza de 95% de que
la estimacién esté dentro del 1% del porcentaje real?

Solucion
El valor de Z, ,;, =1.96, por lo que el tamafio de muestra para un error de 1%

es
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_L96°(05)(05) _gg1s
(0.01)°

Entonces, el tamafio de muestra para las condiciones solicitadas sera 9604.

= Intervalos de confianza para la diferencia entre dos medias de una
variable normal
A. Cuando las varianzas poblacionales son conocidas

Si x, y %x,son las medias de muestras aleatorias independientes de tamafio

. . . 2 2
ni y n2 de poblaciones normales con varianzas conocidas 6, y O0,,
respectivamente, un intervalo de confianza de (1-« ):100% para p, —pn, esta

dado por:

- 2 62 S o2 o
(X -X ) Zi ui2 + <M1 K, <(X1 - X2)+Zl—a/2 L+ 2
\n n, n,

donde Z,_,,, es el valor que deja un area de 1-a./2 a la izquierda.

Al término / "2 se le conoce como el error estandar o desviacion estandar
nl n2

de la diferencia entre dos promedios muestrales cuando la seleccion de la

muestra es con reemplazo.

Si el muestreo es sin reemplazo y las fracciones de muestreo N—l 0.05 vy
1

n . .
—2>0.05, el error estandar sera:

2
cj12 N, —n, _|_0'§ N, —n,
n{ N-1) n, N,-1
y los limites de confianza se calculan con la siguiente expresion:

o’(N,=n ) oZ(N,-n
LC (1 — X, - X. O | M=y | 0o | Nl
(1, — 14,) = ( ) Zi_y1z n | N, -1 n, | N,-1
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Ejemplo

Para comparar dos métodos de la ensefianza de las matematicas, se aplicaron
a 200 alumnos elegidos al azar el método tradicional y a otra muestra de 250
alumnos el método nuevo resultando las calificaciones promedio respectivos
de 13 y 15. Suponga que las varianzas poblacionales respectivas son 9 y 16.
Utilizando un intervalo de confianza del 95% para la diferencia de las medias,
épodemos afirmar que no hay diferencias significativas entre los dos
métodos?, si hay diferencias, épodemos afirmar que el método nuevo es mejor
gque el método tradicional? Suponga que la distribucion de las variables
poblacionales es normal.

Solucion:

La estimacidn puntual de p, —p, es il - iz =13-15=-2. Con 0,05 se
encuentra el valor z, que deja un area de 0,025 a la derecha y por lo tanto un
drea de 0.975 a la izquierda, es Z,,,:=196. De aqui que el intervalo de

confianza del 96% sea:

9 16 9 16
2196 0+ o <(2)+106 ] 0 4 1O
(-2) 200 50 <A He <2 1200 " 250

Efectuando las operaciones indicadas se tiene: —2.6< s, —u, <—1.3

O sea, con 95% de confianza entre -2,6 y -1,3 se encontrara la diferencia de
calificaciones medias obtenidas con los métodos evaluados. Como el intervalo
calculado contiene valores negativos, se puede concluir que el método nuevo

es mejor que el tradicional.

B. Cuando las varianzas poblacionales son iguales pero desconocidas

Si x, y %, son las medias de muestras aleatorias independientes de tamafio

N1 y ny respectivamente, de poblaciones aproximadamente normales con
varianzas iguales pero desconocidas, un intervalo de confianza de (l1-a

):100% para p, —n, esta dado por:
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_ 1 1 S 1 1
(Xl _XZ)_ta/ZSp»‘,n__'_n_ <H; —H, < (X1 _X2)+ta/28p n_"'n_
1 2 1 2

donde S, es la estimacidon de unidn de la desviacion estandar poblacional y se

calcula mediante la siguiente expresion

S — (n1—1)8f+(n2—1)S§
P n,+n,—2

y 1., es el valor t con v = n1 + n2 - 2 grados de libertad, que deja un area

de /2 a la derecha.

Ejemplo

Los siguientes datos, registrados en dias, representan el tiempo de
recuperacion para pacientes que se tratan al azar con uno de dos

medicamentos para curar infecciones graves de la vejiga:

Medicamento 1 | Medicamento 2

n =14 n,=16
x, =17 X, =19
s’ =15 s;=1.8

Encuentre un intervalo de confianza de 99% para la diferencia pn, -, del

tiempo promedio de recuperacion para los dos medicamentos, suponga
poblaciones normales con varianzas iguales.

Solucion:

La estimacion puntual de p, -, €s x,-%X, =19-17=2.

La estimacion de la varianza comun, S?p, es

g2 _ 14-D(1.5)+(16-1(1.8)

’ =1.661
14+16-2

Al tomar la raiz cuadrada obtenemos Sp, = 1.289. Con el uso de «=0.01,
encontramos que to.oos =2.763 parav = 14 + 16 - 2 = 28 grados de libertad,

y por lo tanto el intervalo de confianza del 99% es:

1 1 1 1
2—-2.763(1,2887). | —+ — <1, — 11, <2+ 2.763 (1,2887). | — + —
(. ) 14" 16 Hy =ty ( ) 14" 16

138



Efectuando las operaciones indicadas se tiene: 0.7 <z, — 4, <3.3

O sea, con 99% de confianza entre 0,7 y 3,3 dias se encontrara la diferencia

de tiempos promedios de recuperacion para los dos tipos de medicamentos.

C. Cuando las varianzas poblacionales son desconocidas y diferentes

Si X,yS/y X,yS! son las medias y varianzas de muestras pequefias e
independientes de distribuciones aproximadamente normales con varianzas
desconocidas y diferentes, un intervalo de confianza de (1-« )-100% para

n, —p, esta dado por:
s: s? S: s?
X, —X,)-t /—1+—2< —p, < (X, =X, )+t ,, [+ —E
(1 2) al2 n, o n, Hy —H, (1 2) al2 n,n,

donde t,, es el valort con v= grados de libertad, que deja

un area de a/2 a la izquierda.

Ejemplo

Una compafia de taxis trata de decidir si comprar neumaticos de la marca A
o de la B para su flotilla de taxis. Se lleva a cabo un experimento utilizando 12
de cada marca. Los neumaticos se utilizaron hasta que se gastan. Los

resultados son:

Marca A Marca B
X, =36 300 kilébmetros X, = 38100 kilometros
s? =5000 kilométros s2 = 6100 kilométros

Calcule un intervalo de confianza de confianza de 90% para la diferencia de
rendimiento promedio de ambas marcas de neumaticos. Suponga que la
diferencia de kildbmetros de rendimiento se distribuyen de forma

aproximadamente normal con varianzas distintas.
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Solucion:

Representamos con ., yu, las medias poblacionales, respectivamente, para
los tiempos promedios de duracion de las peliculas que producen las compafiia
Ay B.

La estimacidn puntual de p, -1, €S X, —X, =36 300—38100 = —1800

Como las varianzas son desconocidas y diferentes, debemos encontrar un
intervalo de confianza de 90% aproximado basado en la distribucién t con v

grados de libertad, donde

12 12
= (@)2 (@jz =21.79~ 22
12 12

(12-1) ! (12-1)

Con el uso de a=0.10, encontramos que to.os = 1.717 para v = 22 grados de

libertad, y por lo tanto el intervalo de confianza del 90% es:

~1800-1.717 /@+ 6100 _ Wy — i, < —1800 +1.717 5000 , 6100
V12 12 12 12

Efectuando las operaciones indicadas se tiene: —1852.2 < s, — 1, <—1747.8

O sea, con 90% de confianza entre -1852 y -1748 dias se encontrara la

diferencia de rendimiento promedio de ambas marcas de neumaticos.
= Muestras relacionadas

La prueba de dos medias puede llevarse a cabo cuando los datos estan en
forma de observaciones pareadas.
Un intervalo de (1—a )-100% de confianza para la diferencia de medias cuando

las muestras estan relacionadas es:

— S — S
d_ta/27d<}/l1_”2<d+ta/27d

n n

donde 1, es el valor t con n-1 grados de libertad, que deja un area de a/2

a la derecha.
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= Intervalos de confianza para el cociente de varianzas

Si S21 y S?%; son las varianzas de muestras independientes de tamafio ni1 y nz

respectivamente, de poblaciones normales, entonces un intervalo de confianza

de (1— o )-100% para 6. /6, es:

s 1 _ol S,
o2 250602 Nvyw,al2)
S, f(vl,vz‘,a/Z) o, S; o

donde f(vz,vl,a/Z) esunvalorfconv2>=n2-1 y vi =n;1 - 1 grados de libertad
que deja un area de o/2 a la derecha, f(vlyvz,a/z)es un valor f similar con Vi
=ni1—-1 y v2 = nz- 1 grados de libertad.

Ejemplo

Construya un intervalo de confianza de 98% para Gf /Ggen el ejercicio 7 de la

pagina 263, donde 012 y cﬁ son, respectivamente, las varianzas para los
tiempos de recuperacion de pacientes que recibieron los medicamentos 1 y 2.
Solucion

Tenemos que ni; = 14, no = 16, S5 =15y S:=18. Para un intervalo de
confianza de 98%. Al observar la tabla de valores f no se encuentra el valor

correspondiente a f(13,15,0,01), por lo tanto se deberd interpolar de la siguiente

manera.
Lo 3.67
12 15) (3.67-35
f =7? = e, ? = = =?7=3.61
f°-99<13v15> - 13 ( 1 1 j (3.67-?)
R Lo 352 12 13
15

Entonces 1:0.99(13,15) =3.6ly f(15,13,0.99) =3.82
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|

2
El intervalo serd: ~>. 1 o %L < 15> 382
18 361 o’ 18

2

Efectuando las operaciones indicadas se tiene: 0.23<G—12<3.18
G,

O sea, con 98% de confianza entre 0.23 y 3.18 se encontrara el cociente de

varianzas de los tiempos de recuperacion para los dos tipos de medicamentos.

2

1

-z . . . . (0}
Observacion: en este intervalo de confianza si aproximadamente — =1

G,
entonces se podria pensar que existe homogeneidad de varianzas.

= Intervalos de confianza para la diferencia de proporciones

Si p, v p, son las proporciones de éxitos en muestras aleatoria de tamafio n;
y Nz, respectivamente, ademas g, -1-p, y q,=1-p,, unintervalo de confianza
aproximado de (1-a )-100% para la diferencia de dos parametros binomiales

p1 — p2, esta dado por:

A p.0, P4 A p
(pl_pz)_zl—alz rl]ll+r2]—22<p1_p2<(p1_p2)+21-a/2 n_1+ n,

donde z,,, es el valor z que deja un area de o/2 a la derecha.

Ejemplo

Una encuesta de 1000 estudiantes concluye que 274 eligen al equipo
profesional de beisbol A como su equipo favorito. En 1991, se realizé la misma
encuesta con 760 estudiantes. Concluyd que 240 de ellos también eligieron al
equipo A como su favorito. Calcule un intervalo de confianza del 95% para la
diferencia entre la proporcion de estudiantes que favoren al equipo A entre las
dos encuestas éHay una diferencia significativa?

Solucion:

Sean p1 y p2 las proporciones reales de de estudiantes que eligieron al equipo

A como su favorito para la encuesta actual y la de 1991, respectivamente. De
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aqui ﬁ1=ﬂ=o.274 y P, _ 240 _ 4316 El valor z, que deja un area de 0.975
1000 760

a la izquierda, es z,,.. =1.96.

De aqui que el intervalo de confianza de 95% sea:

(0.274)(0.726) _ (0.316)(0.684)
1000 760

IC(p, - p,)=(0.274-0.316) + (1.96)

Efectuando las operaciones indicadas se tiene: —0.085<p, —p, <-0.042

O sea, con 95% de confianza entre 8.5% y 4% habra aumentado la preferencia

por elegir al equipo A.

Técnicas de muestreo probabilistico

Se puede considerar la teoria de muestreo como coexistente con los métodos
estadisticos modernos. Casi todos los adelantos estadisticos modernos se
refieren a inferencias que se pueden efectuar respecto a la poblacién, cuando
se dispone de informacion sélo de una muestra de dicha poblacién. A

continuacion se mencionan algunas de las formas en que esto se refleja:

a) Trabajo de investigacion. En la mayoria de los trabajos de investigacion la
poblacion se compone de todas las personas (o establecimientos industriales,
viviendas, hogares, etc.) en una ciudad u otras areas. Se obtiene o se desea
informacidon de una muestra de la poblacién, pero se requieren inferencias

sobre las caracteristicas de toda la poblacion.

b) Disefio y analisis de experimentos. En el disefio y analisis de experimentos,
la poblacidn representa todas las posibles aplicaciones de varias técnicas
alternativas que pueden usarse. Por ejemplo, el experimento puede ser
agricola en el cudl se investiga el efecto de varios fertilizantes. La poblacién es
infinita, debido a que representa el uso de fertilizantes en todas las unidades

agricolas de cualquier época. El problema consiste en disenar experimentos de
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modo que se disponga del maximo de informacidon para realizar inferencias

respecto a la poblacidn total a base de una muestra de tamano limitado.

c) Control de Calidad. Para la aplicacién de los métodos de control de calidad
en un establecimiento industrial, por ejemplo, la poblaciéon de todo producto
gue sale de una maquina. Se necesita inferencias sobre la forma como los
productos cumplen con las especificaciones. El término de «control de calidad»
se aplica también a una verificacién por muestreo, sobre la calidad de trabajo
de campo efectuado en una encuesta por muestreo; la verificacion por

muestreo se ejecuta después que se ha completado la muestra.
Las siguientes son las principales ventajas del uso de muestras:

» Puede ahorrar dinero (comparado con el costo de un censo de enumeracion
completa) cuando no se requiere gran precision.

» Ahorra tiempo, cuando los datos se necesitan oportunamente.

» Permite concentrar la atencidén en casos particulares o individuales.

» En ensayos destructivos solamente se utiliza una muestra de items.

» Algunas poblaciones consideradas infinitas solo pueden ser muestreadas.
Sin embargo, el muestreo presenta las siguientes limitaciones:

= En areas muy pequefias se requieren muestras desproporcionadamente
grandes, pues la precisién de una muestra depende fuertemente del tamano
de la muestra y no de la tasa de muestreo. En este caso, el muestreo puede
ser tan costoso como un censo completo.

» Si los datos se necesitan a intervalos regulares de tiempo, y es importante
medir cambios muy pequefios de un periodo a otro, se necesitaran muestras

grandes.

Ahora bien, existen criterios para la aceptabilidad del muestreo, pues los
métodos modernos de muestreo pueden proporcionar datos de confiabilidad

conocida con eficiencia y economia. Para aceptar una muestra es necesario
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gue ésta represente a la poblacidon, que tenga una confiabilidad que se

pueda medir y que responda a un plan practico y eficaz.
En tal direccidn, los principales criterios a tener en cuenta son los siguientes:

a) Probabilidad de seleccién. La muestra debe seleccionarse de todo que
represente adecuadamente a la poblacion. Cada Unidad debe tener una
probabilidad conocida de ser elegida y esta probabilidad debe ser siempre

distinta de cero, osea, 0 < p < 1.

b) Confiabilidad medible. Los valores de la muestra deben proporcionar
medidas de la confiabilidad de las estimaciones que se calculan y de la

precision que se espera o se desea que tengan.

c) Viabilidad o factibilidad. El plan de muestreo adoptado debe ser practico y

permitir que sea realizado en la forma proyectada.

d) Economia y eficiencia. El disefio muestral debe ser eficiente, o sea que sea
capaz de proporcionar la mayor cantidad de informacién al menor costo, para

lo cual debe hacerse el uso mas efectivo de los recursos disponibles.
Conceptos basicos del muestreo estadistico

Existen varios conceptos que posibilitan comprender la teoria de muestreo y

aplicar sus técnicas. A continuacién se presentan los mas importantes:

a) Unidad de anélisis: son las unidades para las cuales se desea obtener

informacion estadistica.

Estas pueden ser personas, hogares, empresas, establecimientos, unidades
agropecuarias, etc. también pueden ser fichas personales o los productos
gue salen de un proceso mecanico para otros tipos de analisis. La unidad de

analisis se llama frecuentemente elemento de la poblacion.
b) Universo: conjunto de individuos, objetos o unidades.

Ejemplo: los trabajadores de una empresa, los individuos de un pars.
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c) Poblacion: conjunto de todos los individuos o elementos que cumplen o
satisfacen la o las caracteristicas en estudio. Un mismo universo, puede

contener varias poblaciones. La poblacion puede ser finita o infinita.

d) Muestra: estd constituida por una parte de los individuos o elementos que
componen la poblaciéon. Una muestra sera representativa, si nos proporciona
una informacion global acerca de algunas caracteristicas observables en la
poblacién. Sdélo cuando la muestra es representativa, podra inferirse

importantes conclusiones en la poblacion a partir de su analisis.

e) Unidad de muestreo: es una unidad seleccionada del Marco Muestral. Puede

ser igual a la unidad de analisis, aunque no necesariamente.

f) Marco muestral: es la totalidad de las unidades de muestreo entre las cuales

se seleccionara la muestra.

El marco puede ser una lista de personas o de unidades de vivienda, un
archivo de registros o un conjunto de fichas personales, puede ser un mapa
subdividido, o puede ser un directorio de nombres y direcciones en cinta

magnética para computadora.

g) Disefo muestral: es el conjunto de métodos muestrales mas apropiados
elegidos para la determinacidon del tamafio de muestra dptima. La mecanica
de seleccion de la muestra, la obtencion de los coeficientes de expansion de
los valores muestrales, estimaciones asi como la determinacién de los errores

muestrales y la evaluacion de los errores no muestrales.

h) Coeficiente de expansion: es el valor inverso de la fraccion de muestreo, se
utiliza como coeficiente de los datos muestrales para estimar totales

poblacionales.

i) Estimador de un parametro: es una funcién matematica de las observaciones
muestrales cuya distribucién de probabilidad se concentra al rededor del

parametro.

146



j) Estimacion de un parametro: es el valor experimental que toma el estimador
de una muestra determinada y sirve como aproximacion al valor del

Parametro.

k) Parametro: es una funcion matematica de las observaciones de las unidades

muestrales de toda la poblacion.

1) Desviacion estandar o tipica (0): Medida de la variabilidad en la poblacion. Su

cuadrado es la varianza (0?).

m) Error muestral (error estandar de estimacion): representa una medida de la
variacion media de las estimaciones de muestreo alrededor de su valor
tedrico. En tal sentido dicho error muestral esta ligado a la confiabilidad de

las estimaciones obtenidas.

El valor del error muestral indica la precision de la estimacion de los
parametros. Mientras mas pequefio es el error muestral, mayor es la
precisiéon de la estimacion. El error muestral es controlado con el disefio

muestral utilizado.

n) Errores no muestrales: son los errores que se generan durante el recojo,
critica, codificacion, procesamiento de la informacién. La magnitud de los
errores no muestrales debe ser evaluado a fin de medir el alcance y cobertura

de una encuesta.

A) Intervalo de confianza: es el intervalo alrededor del cual se espera que esté

el verdadero valor poblacional con mas probabilidad fija de acertar.

En los problemas practicos de muestreo, cuando se usa una muestra
razonablemente grande (por lo general 100 6 mas), la distribucidon de los
resultados muestrales a través de todas las muestras posibles se aproxima
bastante fielmente a la distribucion normal (curva con forma de campana). En
esta distribucidon son conocidas las probabilidades de quedar a una distancia
fija del valor medio. Esas probabilidades dependen del valor del error

estandar. Asi, la probabilidad de estar dentro de una unidad el error estandar
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es de 68 %; de 2 unidades el error estandar, es de 95 %; de tres unidades el

error estandar es de 99.7 %.

0+7 /Var(d) 1

Z = 1.64 para un 90% de confianza
Z = 1.96 para un 95% de confianza
Z = 2.58 para un 99% de confianza

0) Evaluacion de la muestra: consiste en el analisis estadistico del
comportamiento de la muestra en el terreno en funcion de las unidades

muestrales.

p) Estadigrafos: un estadigrafo es una cantidad obtenida a partir de una muestra
de observaciones de una caracteristica, generalmente con el propdsito de

realizar una inferencia sobre la poblacion.

La caracteristica puede ser cualquier variable asociada con un miembro de
la poblacién tal como: edad, ingreso, nivel de educacion, situacion en el
empleo, etc.; la cantidad puede ser un total, un promedio, una mediana u
otro percentil. También puede ser una tasa de cambio, un porcentaje, una
desviacidn estandar, o puede ser cualquier otra cantidad cuyo valor se desea

estimar para la poblacion.

Muestreo aleatorio simple (M.A.S.)

Muestreo Aleatorio Simple: es un procedimiento de seleccion aleatoria
simple de una muestra por el cual todos y cada uno de los items de la poblacion

tienen una oportunidad igual e independiente de ser incluidos en la misma.

Tedricamente, todos y cada uno de los items individuales extraidos deben ser
medidos, registrados y devueltos a la poblacién durante la seleccion de una

muestra aleatoria simple antes que se realice otra seleccidn.
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El muestreo aleatorio simple se usa en poblaciones suficientemente
homogéneas, es decir, cuya varianza poblacional tienda a cero, exige de
disponer de una lista enumerada de 1 a N y de alli, mediante un experimento

aleatorio, seleccionar a cada uno de los n elementos de la muestra.

Dos factores afectan la cantidad de informacidn contenida en la muestra y por

tanto, la precision:
v El tamafno de la muestra.

v La cantidad de variacién que se controla por el tipo de muestreo.

Notacion basica:

y, medida de interés en el i-ésimo elemento de la muestra.

N tamafio de la poblacidén total.

u, elemento genérico de la poblacion.

N

Y=y, total poblacional

=1

o

Y:NZyi media poblacional
i=1

—_ 1 n .

y:EZyi Media muestral
i=1

Suponga que vy,.y,...,y, €s una muestra aleatoria simple de una poblacion de

valores U, U,,..,Uy, considere que y, es una muestra aleatoria de tamafo uno.

Entonces:

= Media poblacional u:

»= Varianza poblacional &?:
2 N 7 \2 1 1 N —2
o ~l¥-uf = 3o T = X[ Syt -nv)
i1 N  NU{=

Se emplea como varianza poblacional la siguiente funcion de &2:
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g N o = 1 ZN:(yi—V)Z
N-1 N-143
- La varianza muestral es: S%=$% = nll n (yi —7)2
4=l
Estimacion de la media poblacional:
= Estimador de la media poblacional y, 1= 9 donde 9 =% _l Y,

1) La media muestral es un estimador insesgado, es decir E(y)=x-

, , -\ S*(N- :
2) La varianza de la media es V(y)=7(Tnj y su estimador es

(— A2 —
V(y)z%(NN nj que también es insesgado.

= El limite de error de estimacion l=e=t _./V(y
1-=

» Tamano de la muestra para estimar la media:
SZ

e? S

7 TN

2. N

—a

n=

Observacion: tanto en el caso de muestras para estimar el total o la media

se supone que el investigador debe conocer s?.

Ejemplo

Se desea estimar el tiempo medio en recorrer una vuelta a una pista de 400
metros por fumadores de mas de 20 cigarrillos diarios, con edades
comprendidas entre 35 y 40 afos, con una precision de 5 segundos. Ante la
ausencia de cualquier informacion acerca de la variabilidad del tiempo medio
de la extraccidon de sangre es este tipo de individuos, se tomd una muestra
preliminar de 5 individuos, de una poblacion de tamafo 100, en los que se
obtuvieron los siguientes tiempos (en segundos): 97, 80, 67, 91, 73.
Determinar el tamafio minimo de muestra, al 95%, para cumplir el objetivo

anterior.
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Solucion:

1 & —\2
§ = L= =153,8
n0—1;(y' y)
2
B 2S - 1523,8 _ 12,40 _1419
e” S 5 153.8 9,30+1,538
2zt +
t, N (164) 100

Por lo tanto: n = 15

= Estimacién del total poblacional

A —

Estimador de Y: Y =Ny

1) El estimador del total es un estimador insesgado, es decir E(Ngl): \

2) La varianza de T es V(T)=V(Ny)=N2v(y)= N2§(¥j y su estimador es

A

V(t)= NS

n

(NI\_lnj que también es insesgado.

= El limite de error de estimacién e=t, ,*./V/(T)

» Tamafno de la muestra para estimar el total:

N?*S?
e2
——+N§&

1-a

n=

Muestreo aleatorio estratificado

En el muestreo aleatorio simple la varianza del estimador depende del tamafo
de la muestra y de la dispersion de la variable en estudio. Sin embargo, si la
poblacion es muy heterogénea y las consideraciones de costos limitan el
tamafo de la muestra, podria ser imposible obtener una estimacién lo
suficientemente precisa tomando una muestra aleatoria simple. Es decir, el

tamano de la muestra aumenta para una precisidon dada.
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Pero si podemos clasificar los elementos de la poblacién en grupos (estratos)
de manera que se reduzca la variacion de la variable Y dentro de cada estrato,

entonces puede hacerse una mejor estimacion.

Una muestra aleatoria estratificada: es la obtenida mediante la divisidn
de la poblacién en subpoblaciones denominadas estratos, en la cual, dentro de
cada estrato se selecciona en forma independiente una muestra irrestricta
aleatoria. Calculandose para cada estrato sus estimadores y el estimador de
la poblacion se calcula como una ponderacidon adecuada de las estimaciones

por estrato.

Las principales razones para estratificar son las siguientes:

Aumentar la precisidon de las estimaciones al disminuir la variacion dentro de
los estratos. La estratificacion puede producir un limite mas pequefno para el
error de estimacion que el que se produciria con un muestreo aleatorio simple.
Disminuir los costos al estratificar y variar las fracciones de muestreo dentro
de los estratos.

Permitir definir los estratos como dominios de estudio y obtener estimaciones
con precisién conocida para los estratos.

¢Cémo seleccionar una muestra aleatoria estratificada?

Dividir la poblacién en estratos de acuerdo a las razones para estratificar,

ubicar cada unidad muestral en su respectivo estrato, asignar el tamafo

muestral de cada estrato "i de modo que si L es la cantidad de estratos y n

L
es el tamano de la muestra, n= Zni y seleccionar muestras aleatorias simples
i=1

en cada estrato de forma independiente.

La estratificacidon se realiza de acuerdo a:

» La distribucién de la variable en estudio.

= Una variable X altamente correlacionada con la variable en estudio.

= Un criterio de disminucion de los costos.
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En general, la precisién aumenta con el nimero de estratos si estos estan bien
elegidos, pero no es conveniente aumentar mucho el nimero de estratos si tal
aumento no compensa las complicaciones de célculo y la disminucion del

tamano de la muestra dentro de los estratos.

Notacion basica:
N tamafio de la poblacién.
L numero de estratos.

N, tamafio del i-ésimo estrato i = 1,2,...,L

n tamano de la muestra.

L
W, ='I\\lIi peso del estrato i, Y W, =1
i=1

_ N

L
proporciéon de la muestra en el estrato i, Zwi =1
i=1

w

n. ., -
f, :WI fraccion de muestreo en el estrato i.

» Estimacidon de la media

1 s
Para estimar la media poblacional *el estimador es yfﬁZ \AY% =ZV\/iyi ,
i=1 i=1

donde la media muestral del i-ésimo estrato es: v, :anyij .
E

= La Varianza poblacional de Y, es:

V)=V LI, | SN

v(yst){{ZNf[NﬁniI nﬂ

= La varianza estimada de Y es:

L
=1

wn
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) S

N

1 & o
N1 (yij_yi)z

i =1

donde & =

Ejemplo
Gasto promedio de estadia de pacientes operados mediante una cirugia

menor y cirugia mayor.

Estrato I (Cirugia menor)

Estrato II (Cirugia Mayor)

N, =110

N, =168

n, =20

n,=30

20
)y, = 240000

i1

30
'y, =420 000

it

20

3" yZ = 2980000000

=1

30

" yZ =6010000000

=1

Determine la media, el error de estimacién y los limites de confianza.

Solucion
_ 1<¢ _ n;
Sabemos que: Y,= >Ny, , y= 3y, y &= [zy;—niyfj
N3 n; = n, —1=
91 _ 240000 12000 92 _ 420000 14000
20 30
312 =5263157.895 S§ =4 482 758.620
1

Yo = -—[110*12 000 +168*14 000] =13 208.63

278
es el valor promedio de los gastos en estas cirugias.

Al sustituir los valores respectivos en la varianza estimada tenemos:

V(y,,)=7853.52

El error de estimacion es: e=t

o Vly.]=2* /785352 =560.48
2

Los limites de confianza son: ystieluego, en este ejemplo:
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(13 208.63 - 560.48; 13 208.63+560.48) = (12 648.15; 13 769.11)
Como en este tipo de muestreo, las muestras en cada estrato son

independientes, entonces se puede realizar estimaciones separadas, asi:

Estrato 1 Estrato 2
y, t > Ny, ] y,+ t o Nly,]
2 2
14 000 + 700.69

12000 + 928.03

(11071.97; 12928.03) | (13299.31; 14 700.69)

Estimacion del total

B L 1L L
El estimador del total es: T, =Ny, =N) Wy, = NNZ Niyi =2 Ny,
i=1 i=1 i=1

N

' i - - N N, —n, | S
La Varianza poblacional de T: v(Tst):v[Nyst]: sz[yst]:ZNf[ i nj(u]
i=1

N.

La Varianza estimada de T: V(T, )= V[Ny, ]= N*V[y,]= y Nf(Ni _”iJ[Sizj
=1

= Asignacion o afijacion de la muestra

Asignacion o afijacion de la muestra: es el reparto o distribucion del
tamano de la muestra n entre los diferentes estratos, es decir, la

determinacion de los L valores n, de modo que n = n,+n,+...+n, -

Cada asignacion puede originar una varianza diferente al estimador, nuestro

objetivo es determinar un esquema de asignacidon que aumente la precision y

minimice los costos.

Los factores que influyen en la asignacion son:

1. El nidmero total de elementos en cada estrato.

2. La dispersidon en cada estrato.

3. El costo de observacion en cada estrato.

Tipos de asignacién:
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1. Igual: n ="
g r]| L

) . L, . _ n n
2. Proporcional: en la asignacion proporcional se tiene que WI:N o}

I
equivalentemente a la fraccion muestral es la misma en cada uno de los

estratos, esto es: f, =f, Vi
3. Optima: los valores de los tamafios de la muestra por estrato pueden ser

asignados con la finalidad de minimizar la variabilidad del estimador para

un costo fijo o para minimizar el costo para un valor especifico de la varianza
de la media V(yst).

En este ultimo tipo de asignacion, la funcion de costo fijo mas sencilla es

L
C=c, +Zci *n; . Dentro de cualquier estrato el costo es proporcional al tamafo
i=1

de la muestra, pero el costo por cada unidad c, puede variar entre los estratos.
Por tanto, c, representa un costo general y c, el costo por unidad encuestada
en el estrato i. Entonces, se pueden analizar dos casos:
, L
Caso a: minimizar la varianza V(yst) sujeto a la restriccion C-c, ZZCi*“i .
i=1
Usando el método de los multiplicadores de Lagrange debemos
minimizar, la funcion:

@(n,)=V(y, )+ X(icini ~-C+ coj

i=1

El resultando que se obtiene es: n, Z”M

;:stj/@

Este resultado nos indica que en un estrato dado se debe tomar una
muestra grande si:

= El estrato es grande.

= El estrato es mas variable internamente.

» El muestreo es mas barato en el estrato.
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L
Caso b: minimizar el costo C=CO+Zci"‘ni para un valor especifico de la
i=1

varianza del estimador de la media poblacional V=V(yst)

Usando el método de los multiplicadores de Lagrange debemos
minimizar, la funcién:

L
lP(ni):CoJrZ:Cini _}\‘(V_\A/(yst))
i=1
El resultando que se obtiene es:

n. Z”M el mismo valor obtenido en el caso a.

| ;NJSJ/@

Ademads, podemos determinar el tamano de la muestra para la asignacion
optima:

Caso a: si el costo es fijo, entonces, se minimiza V(yst). Quiere decir que en la

funcion de costos sustituimos el valor de n, obtenido y se despeja el

valor de n,
C_Cozici*nm
i=1 leJSJ/\/a
=

Entonces el tamano de la muestra para la asignacion éptima es:
L
(c-eof 38/ e |
— - i=1
> eNS,
i=1

Caso b: sustituyendo el valor de n, en la expresion de la varianza (V),

n

obtenemos:
W2S2 1& . .
V=) 5 ZN'WS?
> . NZ S:

L
i=1 i i=1

Entonces el tamafo de la muestra para la asignacion éptima es:
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(ZL; Nisi/ﬁj@:ﬁmsj

n= T
N?V+> NS
i=1

Muestreo sistematico

Muestreo sistematico: es una técnica de muestreo en la que se selecciona
un elemento de la poblacién a intervalos regulares. Esto significa que se elige
un elemento inicial al azar y luego se selecciona un elemento adicional cada

cierto nimero de elementos en la lista de la poblacion.

Se utiliza cuando el universo o poblacidn es de gran tamano, o ha de

extenderse en el tiempo.
Procedimiento del muestreo sistematico:

a) Primero hay que identificar las unidades y relacionarlas con el calendario
(cuando proceda). Luego hay que calcular una constante, denominada

coeficiente de elevacion (K):
K=N/n
donde N es el tamaio de la poblacion y n el tamafio de la muestra.

b) Luego se genera un numero aleatorio A que debe estar comprendido entre

1 y el tamafio de la muestra n.

c) Los demas numeros aleatorios se calculan mediante la formula A + K,
multiplicando a K desde 1 hasta el nimero que complete el tamafio de la
muestra. Es decir, A + K, A+ 2K, A+ 3K,..., A+ (h-1) K.

¢En qué situaciones se utiliza el muestreo sistematico?

En general, el muestreo sistematico es un procedimiento que puede ser
implementado en cualquier tipo de investigacién. Sin embargo, en algunos

casos su uso es mas recomendable y provechoso que en otros. Principalmente,
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se refiere a las investigaciones donde los elementos ya cuentan con un
ordenamiento predeterminado, de manera que el proceso de seleccidon y

conteo se pueda realizar facilmente.

Un ejemplo de ello es una lista de estudiantes, productos o cualquier tipo de

inventario cuyos elementos se encuentren enumerados.
Principales caracteristicas del muestreo sistematico:

= Hace parte del grupo de muestreos probabilisticos, los cuales se basan en

la seleccion aleatoria de los elementos de la muestra.

= Utiliza ciertas férmulas y operaciones especificas, las cuales constituyen el

sistema que lo caracteriza.
= Abarca todo el rango de la poblacidn estudiada.
Principales ventajas del muestreo sistematico
= Es un método sencillo de aplicar.
» Garantiza un alto grado de representatividad por parte de la muestra.

= Toma en cuenta todo el rango de la poblacidon, obteniendo una mayor

representatividad de la misma.
= No requiere realizar calculos complejos.

= Evita posibles influencias y errores sobre los calculos y estimaciones

realizadas.
Principales desventajas del muestreo sistematico:

» En algunos casos, donde los elementos se encuentran ordenados con cierta
periodicidad, los resultados de las operaciones pueden coincidir con la
misma, lo que no permitiria considerar otros valores con otras
caracteristicas, afectando negativamente la representatividad de la

muestra.

Dos procedimientos para seleccionar muestras
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Cuando seleccionamos una muestra mediante un muestreo sistematico, la
muestra es expresada en términos de «una muestra de 1 en 10» o «de 1 en
20». En general dirilamos «una muestra de 1 en k», lo cual significa que la
fraccion muestral es 1/k.

Método A

Supongamos que tenemos una poblacion:
Xl’ XZ’ X37X4’ XS’ XB’XY’ XB’ X9’ xlO’ Xll’ x12

y deseamos seleccionar una 1 en k = 3 muestra sistematica. Un método de
seleccidn consiste en seleccionar una unidad muestral de entre las 3 primeras
unidades muestrales (supongamos que salio la unidad j=2) y luego seleccionar

cada tercera unidad a partir de la 2. Aplicando este procedimiento, obtenemos:

X1 Xy, X3‘X4, Xs, Xe‘xw Xs, XQ‘XlO’ X X

XZ’XS’XS’XM

Como acabamos de ver, la poblacion ha sido dividida en:

N 12
N=—=—=
k 3

4

grupos y de cada grupo hemos seleccionada una unidad muestral. A estos
grupos lo denominaremos zonas o estratos. La caracteristica de este método
es que N=nk, el tamafio de la poblaciéon es un multiplo de k.

En este caso k=3 es el tamafno del estrato y n=4 el tamano de la muestra.
Debido a que se selecciona una unidad de cada estrato, k=3 es el nUumero de
posibles muestras sistematicas que pueden ser seleccionadas. Para este

ejemplo, las muestras sistematicas que pueden obtenerse serian:

Muestra 1 | Muestra 2 | Muestra 3
X1 X2 X3
Xa Xs Xe
X7 Xs Xo
X10 X11 X12
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Los elementos de la muestra pueden ser denotamos por:

,i+k j+2k,j+3k, conj=1,2,3yk=3

Debido a que la unidad muestral inicial se selecciona aleatoriamente de las 3
primeras, la probabilidad de ser seleccionada sera 1/3, y la probabilidad de

seleccionar una muestra sistematica sera también 1/3.
En general los elementos de la muestra se pueden representar por:
i, i+ Kk, j+ 2k, j+ 3k,..., j+(n-1)k
y la probabilidad de seleccionar una cualquiera de estas muestras sera 1/k.

Observacion: en el caso en que N=nk todas las muestras no seran de igual

tamano.
Ejemplo:

Supongamos que N = 37 y una muestra 1 en 8 aleatoria sistematica debe ser

seleccionada.
Solucion:

Para buscar el tamano de la muestra hacemos lo siguiente:

4>
8

N 37 5
k 8

por lo que el tamafo de la muestra sera:

4<4§<5
8

esto es, el tamafio de muestra es 4 6 5. Las k = 8 posibles muestras se
presentan a continuacion.

1 2 3 4 5 6 7 8
Xi | Xo | Xz | Xa | X5 | X6 | X7 | Xs
Xo | X10 | X11 | X12 | X13 | X14 | X15 | X16
X17 | X18 | X19 | X20 | X21 | X22 | X23 | X24
X2s | X26 | X27 | X2 | X29 | X30 | X31 | X32
X33 | X34 | X35 | X36 | X37
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La probabilidad de seleccionar una cualquiera de estas muestras es 1/8.
Método B
Supongamos que N = nk = 12 y deseamos seleccionar una muestra 1 en k=3.
Una unidad de muestreo es seleccionada aleatoriamente de la poblacion,
digamos que salio la j-ésima unidad de muestreo, con j=8.
Entonces:

Ii=8=2 con un resto r=2
Notemos que r<k, y que r tomard los valores 0, 1 y 2. Cuando r=1

seleccionamos x,, cuando r=2 seleccionamos x, y cuando r=0, X3 como punto

de partida. Luego se selecciona la k-ésima unidad de muestreo, a partir de la

unidad de partida. Para este ejemplo, las muestras posibles son:

Muestra 1 | Muestra 2 | Muestra 3
X1 X2 X3
X4 Xs Xe
X7 Xs Xo
X10 X11 X12

Como podemos observar las muestras obtenidas por ambos métodos
coinciden.
Apliqguemos ahora el método B cuando N=nk. Para ello asumamos que N=11.

Buscamos 1_8_,
k 3

con un resto r=2

y desarrollamos el mismo procedimiento de seleccion que en el caso anterior,

con el cual obtenemos:

Muestra 1 | Muestra 2 | Muestra 3
X1 X2 X3
X4 Xs Xe
X7 Xs Xg
X10 X11
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La caracteristica de este procedimiento de seleccidon es que la probabilidad de

seleccionar la muestra sistematica sera n/N y no 1/k.
La probabilidad de seleccionar X2, Xs, Xs 0 X11 es 1/11. Cuando cualquiera de

estas unidades es seleccionada, obtenemos r=2, por lo tanto la probabilidad
de seleccionar la muestra sistematica correspondiente a r=2 es:

1 1 1 1 4 n

P(Sz)"' P(Ss)"' P(Ss)+ P(Sll): ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ: E: N

donde: s, es el evento que consiste en seleccionar la unidad 2,
S, es el evento que consiste en seleccionar la unidad 5,

S; es el evento que consiste en seleccionar la unidad 8,
s, €s el evento que consiste en seleccionar la unidad 11.
Similarmente, la probabilidad de seleccionar X3, Xe y X9 sera 3/11.

Diferencias entre los métodos Ay B
1) Aunque las muestras sistematicas obtenidas por ambos métodos son las

mismas, existe una diferencia en la probabilidad de seleccionar éstas.
2) La segunda diferencia se ilustrara a través de un ejemplo.
Ejemplo
Supongamos que deseamos seleccionar una 1 en 20 muestra sistematica de
usuarios que acuden a un cierto restaurante entrelas 7y 10 a.m., para estimar
su gasto promedio.
Solucion:
En este caso como N es desconocido, no podemos emplear el método B.
Usando el método A. seleccionamos un numero aleatorio entre 1 y 20,
supongamos que obtuvimos el 7, entonces seleccionamos a todo usuario 20-
ésimo a partir del 7mo.
La muestra hasta las 10 a.m. sera:

7,7 + 20,7 + 220, 7 + 3-20,...

» Estimador de la media poblacional
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En dependencia del método empleado para seleccionar la muestra sistematica,
el estimador de la media poblacional sera sesgado o insesgado. Cuando N #nk
y el método empleado es el A, el estimador sera sesgado. Sin embargo, si el
método empleado es el B la media muestral serd siempre insesgada sin
importar si N#nk o no.

Caso I: método Ay N=nk

13 . . . -
szlxij la media muestral para la i-esima muestra sistematica,

Sea Xi=

entonces:

Caso II: método Ay N=nk
Veamoslo a través del ejemplo con N=11. Ya vimos que en este ejemplo

las muestras a formar serian:

Muestra 1 | Muestra 2 | Muestra 3
X1 X2 X3
X4 Xs Xe
X7 Xs Xog
X10 X11

Luego, hay 2 muestras de tamano 4 y una de tamano 3.

Entonces:
E[x:] l(i +X2+X3) ! 1ix +124:x +1ZS:X #= X
s|=—=\X1 2 3)=—| — Tl i T i
3 3 4j=1 1j 4j=1 2j 3j=1 3j
Caso III: Método By N=nk
1 n
HZxij la media muestral para la i-ésima muestra sistematica,
j=1

Sea Xi=

entonces:
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E[is]= EZ%

NST N

>
:\H

Caso IV: Método By N=nk
En este caso como no todas las muestras tienen igual tamafio, denotemos
por n, el tamafio de la i-ésima muestra sistematica, entonces:
- k n, k n, n k
LS
» Varianza de la media muestral
De la definicién de varianza tenemos que:
— - ov I oy
V(xs)=E(xs - X =k;(xi—x)
para el caso I se obtiene que

Vix)=N s L3S xf

i=1 j=1
donde §° = iii(xu—i)z
1 i=1 j=1
Esto es, la varianza de la media muestral se ha dividido en dos partes, el
primer término muestra la varianza para la poblacion como un todo, y el
segundo la variacion dentro de las muestras sistematicas.
En consecuencia:
= Mientras mayor sea la variacidn entre las muestras, menor sera la
varianza de la media muestral.
= Una variaciéon grande entre las muestras indica que la muestra es
heterogénea, por lo tanto, cuando las unidades muestrales dentro de la
muestra sistematica son heterogéneas, la precisién del muestreo
sistematico se incrementara.
Ejemplo:
Sea la poblacion de tamafio N =9, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 y supongamos que

debemos seleccionar una muestra 1 en 3 sistematica.
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Solucion:

Muestra 1 | Muestra 2 | Muestra 3

2 2 2
Xy Xy Xy Xy | Xy X3

1 8 4 3 9

4 16 5 25 | 6 36
49 8 64 | 9 81
12 | 66 | 15 | 93 | 18 | 126

=~

n

$?-75, lZ:Z:(Xij —?i)z =6, V(x:)=0.667

i=1l j=1

pd

k n

: 1 -
Veamos ahora como la varianza dentro de las muestras sz(xij —xi)2 afecta
i=1 j=1

la varianza de la media muestral. Para ello consideremos el siguiente caso
extremo, en el cual la poblacion es:
123451234512 345
en la cual podemos percatarnos que existe periodicidad en las unidades. Si
una muestra sistematica 1 en 5 es tomada y la unidad de partida es 2, la
muestra estaria conformada por:
222
la cual es homogénea y no representativa de la poblacién. La varianza dentro
de las muestras es cero y la varianza de la media muestral sera grande.
Una pregunta usual que debemos hacernos es décomo medir esta
homogeneidad o heterogeneidad?
Una medida que expresa el grado de homogeneidad en una muestra
sistematica es el coeficiente de correlacién intraclase p entre pares de unidades
en la misma muestra sistematica.
E(Xij —X)(Xu -X)
E(Xij_X)z

p:

166



2
Luego V(xs):SnNN_l

La expresion v(x.) muestra que:

[1+(n—L)]

e Cuando p es grande y positivo, la varianza de la media muestral sera
grande.

e Cuando p es pequeno y positivo o negativo, la varianza de la media muestral
sera pequefa.

e Cuando p=0, la varianza de la media muestral sera igual a la varianza de

la media muestral bajo el muestreo aleatorio simple.

Un valor de p grande y positivo se obtendra cuando las unidades sean

homogéneas, y pequefio y positivo o negativo, cuando las unidades sean

heterogéneas.

Muestreo por conglomerados

Se caracteriza porque las unidades de muestreo contienen a dos o mas
unidades primarias (ultimas). La poblacion se subdivide en subpoblaciones y
algunas de ellas, que denominaremos conglomerados, pero no todas seran

incluidas en la muestra.

El muestreo por conglomerados es similar al muestreo aleatorio simple, pero
se diferencian en que la unidad de muestreo es un conjunto de unidades

primarias o elementales.

A diferencia con el muestreo estratificado, donde la poblacién también se
subdivide en subpoblaciones, pero siempre todos los estratos estan
representados en la muestra. Mientras que el muestreo estratificado es
disefado y utilizado fundamentalmente con el objeto de reducir la varianza de
los estimadores, el muestreo por conglomerados es utilizado debido a que
muestrear directamente sobre las unidades primarias, el costo es

exageradamente alto.
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Este muestreo es, en muchos casos, un muestreo efectivo para obtener la
informacidon deseada a un menor costo, aunque el uso de los conglomerados

conlleve en algunos casos a una varianza mayor de los estimadores.
Los casos en los cuales se justifica la aplicacion de este disefio muestral son:

1) Donde existe un alto costo por la movilizacién o traslado entre las unidades
primarias; el muestreo por conglomerado permite disminuir las distancias;
pues por lo general, los conglomerados son areas fisicas o geogréaficas,

donde las unidades primarias estan contiguas.

2) Cuando no existe lista de las unidades primarias (o ultimas) sobre los cuales
hay que tomar las observaciones, y el costo de levantar un marco muestral
de estas unidades es alto, en comparacidn con el costo de muestrear sobre

conglomerados, los cuales si pueden disponer de un marco o directorio.

3) Para pequefias unidades donde puede ser dificil fijar con precision sus
limites, sin embargo, puede ser posible y facil, dividir con poblacion en
unidades mayores y luego muestrear y medir aquellas unidades mayores

seleccionadas. Ejemplo: animales.

4) También, pueden existir consideraciones administrativos que jueguen papel

importante en la coleccién del disefio a utilizar.

La diferencia de objetivos entre estratificacion y conglomerados conduce a
diferentes criterios para establecer los conglomerados o los estratos. En
contraste, con el estratificado, la varianza del estimador se hace pequefa al
hacer el conglomerado, tanto como sea posible, representativo de la
diversidad de toda poblacion, y todas los conglomerados deben ser en lo
posible construidos de modo que sean lo mas semejante entre si. A diferencia
del muestreo estratificado, donde los estratos deben ser homogéneos dentro

de si y heterogéneos entre si.

¢Como seleccionar una muestra por conglomerados?
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a) Definir el conglomerado tipo (tamafo del conglomerado). El nimero de
elementos que integran un conglomerado se denomina tamafio. En la mayoria
de los métodos por conglomerados, los conglomerados son de tamafios
diferentes unas de otras, los conglomerados de igual tamafio, rara vez se
logran en la practica, pero se constituyen una introduccién sencilla al estudio
del método por muestreo, y pueden resultar en situaciones practicas donde
las condiciones fueran las indicadas, tales como: procesos de produccion

(control de calidad).

El problema de elegir un tamafo de conglomerado (m,) apropiado puede ser

un proceso un tanto complicado. El tamafo éptimo de los conglomerados no
es una caracteristica que depende exclusivamente de la poblacidon, sino
también de la estructura de costos de la investigacion. El tamafo del
conglomerado Optimo es aquel para el cual la varianza del estimador es
minimo donde el costo de la investigacion o el costo de la encuesta es minimo

dada la varianza.

Asi, por ejemplo, el tamafio del conglomerado se hace mas pequefio cuando
aumenta la duracidon de la entrevista, cuando el traslado entre las unidades
primarias es barato, cuando la densidad del conglomerado es mayor y cuando

el presupuesto del gasto aumenta.

b) Formar el marco muestral, listando los conglomerados en los cuales se ha
particionando la poblacion. Resolviendo las imperfecciones que el marco
pueda tener y garantizando que todos las unidades primarias que estan en

los conglomerados esta en uno y solo uno de los conglomerados.

c) Seleccionar los conglomerados que van en la muestra utilizando un

muestreo irrestricto aleatorio.

Si hacemos un muestreo o encuestamos todas las unidades de los
conglomerados seleccionados, estamos en presencia de un muestreo por

conglomerados monoetapico.
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Si en vez de entrevistar u observar a todos los individuos o unidades primarias

del conglomerado observado en la muestra a su vez tomamos muestras de

estas unidades primarias de los conglomerados seleccionados, estamos en

presencia de un muestreo por conglomerados bietapico, pues la muestra se

selecciona en dos etapas.

Este proceso se puede generalizar a mas de dos etapas y en estos casos

estaremos estamos en presencia de un muestreo por conglomerados

polietapico.

Notacion basica:

N numeros de conglomerados en la poblacion.

n

numeros de conglomerados en la muestra.

m; numeros de unidades elementales (primarias) en el i-ésimo conglomerado.

M

M

Vi

=]

total de elementos en la poblacién, M = ¥ m;

~ . .7 — M
tamano promedio del conglomerado en la poblacion, M = —
total del conglomerado i-ésimo.

n .
tamano promedio del conglomerado en la muestra, m = %m‘

Estimacidon de la media poblacional

Por definicion la media poblacional es:

N
_ Zi=1¥i
— VN

Luego, la estimacién de la media poblacional es:

n
i=1Yi

n
i=1 My
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Este estimador de la media tiene la forma de un estimador de razon, por lo
tanto, la varianza de la media tiene la forma de la varianza del estimador de

razon, asi:

N — n) YL (yi — ymy)?

Vo) = (an\_/[z n—1

Si se desconoce el total de elementos en la poblacién M, entonces M puede ser

estimado con:

n
i=1 M

m=
n

El limite para el error de estimacion es:

e=B= tk\/% = tk\/(gn_l\_/lrzl)z?—l(zi_—lymi)z

Los limites de confianza son: y+e

En el muestreo por conglomerados monoetapico distinguiremos dos casos:
1. Todos los conglomerados son de igual tamafo.
2. Todos los conglomerados son de tamano diferentes.

= Estimacién del total poblacional

El total poblacional 7 puede ser determinado por porque denota el total de
elementos en la poblacion. Por lo tanto, asi como en el muestreo aleatorio
simple, el total puede ser estimado por:

n
i=1Yi

n
j=1 M

t=My=M

La varianza estimada de T = My es:

N — n) Li(yi — ymy)?

AM_ =A=M2A_ =N2<
V(My) =1 V(y) N —

El limite para el error de estimacion es:
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,A N —n\ XL, (y; — ym;)?
= = V) = 2 1=1 ! !
e B tk V(Y) tk\/N ( Nn ) n—1

Observe que el estimador © =My solo es util solo cuando se conoce el total

de elementos de la poblacién.

Sin embargo, a menudo ese numero de elementos de la poblacidon no se

conoce, por tanto se debe utilizar otro tipo de estimador, el cual no depende

A — N

T=Ny: =—XiL1vi
Donde
N .y
— €s el factor de expansion

— 1 .
Ve =~ iL,y; es el promedio de totales de conglomerado para la muestra

seleccionada.

La varianza estimada de 1 = Ny, es:

N - n) = (yi —¥0)?

TN ) — N2U(5.) — N2
TNy) = N7V () = N? (= — ) == 0

El limite para el error de estimacion es:

/A N —n\ YL, (yi —¥0)?
=B = V) = 2 ( > =111
e tk V(Y) tk\/N Nn n—1

Este estimadort tiene a menudo el inconveniente de ser poco preciso, pues

por lo general, las medias de los conglomerados varian poco y los m; varian
mucho. En este caso el total del conglomerado (y; = m;y;) también varia mucho
de unidad a unidad y entonces V(¥) es muy grande. Sin embargo, este
estimador es a veces utilizado, pues tiene la ventaja de que no es necesario

conocer el tamafio de la poblacion M = YN | m;
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Los estimadores u y t poseen propiedades especiales cuando los tamanos de

los conglomerados son de igual tamafiom; = m, = - = my = m, es decir:

a) El estimador y es un estimador insesgado de pu.

N-n ) YL, (yi—ym;)?

_ es un estimador insesgado
NnM?2 n—-1

b) La varianza estimada V(y) = (

N-n )z?‘:l(yi—Vmoz

de la varianza poblacional V(y) = (NHM2 —

c) Los estimadores del total poblacional T = My y T = Ny, son equivalentes.

» Seleccidon del tamafio de muestra
1. Para estimar la media poblacional

Por definicion el error de estimacion es:

— N—n
e =B =1t./V({) =ty ( o )GCZ

donde:

_ N- . .
V(i) = (WN?Z) o.% es la varianza poblacional

V) = (Nbil;[‘z) S.2 es la varianza estimada.

Al despejar de la formula del error de estimacidn el valor de n, se tiene que el

tamano de muestra es:

No?c
n=—————
ND + o2c
donde:

2 -— - - -
D= (;—a) M2 es la varianza anticipada.

2. Para estimar el total poblacional.
En este caso tenemos dos tipos de estimadores:

a)t =My
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No?c e

n= donde D=-—
ND+c2c t2aN?2
N()'t2
n=
ND+O't2
donde
T t2aN2
2 : . 2 _ Xt i—¥e)? : .
Ot esta varianza es estimada por S;° = a1 que es la cuasivarianza

de tales de conglomerados en la muestra.

Prueba de hipétesis

La prueba de hipotesis involucra una suposicién elaborada sobre algun
parametro de la poblacién. A partir de la informacién proporcionada por la
muestra se verificara la suposicion sobre el parametro estudiado. La hipdtesis
que se contrasta se llama hipétesis nula (Ho).

Partiendo de los resultados obtenidos de la muestra, o bien rechazamos la
hipotesis nula a favor de la alternativa, o bien no rechazamos la hipétesis nula
y suponemos que nuestra estimacidén inicial del parametro poblacional podria
ser correcto.

El hecho de no rechazar la hipétesis nula no implica que ésta sea cierta.
Significa simplemente que los datos de la muestra son insuficientes para

inducir un rechazo de la hipétesis nula.

Contraste de hipotesis: es el procedimiento mediante el cual la hipotesis
gue se contrasta es rechazada o no en funcion de la informacion muestral. La

hipotesis alternativa se especifica como opcidn posible si se rechaza la nula.

En el contraste de hipdtesis se pueden cometer errores de tipo I y de tipo II.
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Informacion muestral

Aceptar Ho Rechazar Hg

Ho es cierta| No hay error| Error tipo I
La realidad

Ho es falsa | Error tipo II |No hay error

Error tipo I: ocurre cuando se rechaza una hipdtesis Ho que es verdadera. La
probabilidad de error tipo I viene a ser la probabilidad de rechazar Ho cuando
ésta es cierta.

P(error de tipo I) = «

El valor a es fijado por la persona que realiza la investigacién (por lo general

varia entre 1 - 10%)

Error tipo II: ocurre cuando se acepta una hipdtesis Ho que es falsa, la
probabilidad de error tipo II es la probabilidad de aceptar Ho cuando ésta es
falsa.

P(error de tipo II) = B

Debido a que el valor real del parametro es desconocido este error no puede

ser fijado.

Potencia de prueba o poder de prueba: es la probabilidad de rechazar una
hipotesis planteada cuando esta es falsa.
Potencia de prueba = 1-

Como el valor de g depende del valor del parametro la potencia de prueba
tampoco pude ser fijado, sin embargo se puede asumir un conjunto de valores
del parametro y para cada uno de ellos hallar el valor de la potencia de prueba.

La curva que se genera se conoce como curva de potencia.
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Pasos a seguir en una prueba de hipotesis:
Paso 1: Planteo de hipotesis.

Paso 2: Nivel de significacién.

Paso 3: Prueba estadistica.

Paso 4: Suposiciones.

Paso 5: Regiones criticas. Criterios de decision.
Paso 6: Realizacion de la prueba.

Paso 7: Resultados y conclusiones.
Procedimiento general

Sea p el pardmetro que representa: (W, o°, P, W, — Uy, P, —P,, G-/03)

1. Planteo de las hipétesis.

{Ho:pr0 {Ho:pépo {Ho:pzp0 {Ho:pzp0 {Ho:pzp0
H, :p<p, H, :p>p, H, :p#p, H, :p<p, H, :p>p,

2. Fijar el nivel de significacion o

3. Pruebas estadisticas

= Distribucidén simétrica: Z,t

= Distribucién asimétrica positiva: x? F

4. Supuestos

a) Supuestos para: (4, 6%, 1, — 1, 65/05)

» Poblacién o poblaciones normalmente distribuidas.
» Muestra o muestras tomada al azar.

b) Supuestos para: p, p, —p,

* Muestra o muestras tomada al azar.

» Muestra o muestras grandes

5. Definir regién critica y criterios de decisién.

114
Asuma Hy

Bilateral Unilateral Unilateral

6. Calculos.
7. Resultados y conclusiones.
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= Prueba de hipotesis para una media poblacional

Ejemplo

Una empresa eléctrica fabrica focos cuya duracién se distribuye de forma
aproximadamente normal con media de 800 horas y desviacion estandar de

40 horas. Pruebe la hipotesis de que p =800 horas contra la alternativa
n=800 horas si una muestra aleatoria de 28 focos tiene una duracion

promedio de 784 horas. Utilice un nivel de significancia de 0.05.
Solucion
Sea X: Duracién de los focos (horas)
X~ N (800, 40?)
1. Planteo de hipotesis.

H, :n=800
H, :p=800

2. Nivel de significacion.
a=0.05

3. Prueba estadistica.

X—p
Z = ~N(0.1
= oin (0.3)

4. Supuestos.

» Poblacion normal.
= Muestra tomada al azar.
5. Regiodn critica y criterios de decision.

Regiodn critica:

-1.96 1.96
Criterios de decision:
= S5i-1.96<2.£1.96 No se rechaza Ho
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m SiZc.<-1.96 0 Zc> 1.96 Se rechaza Ho
6. Calculos

Z 784-800 212 (Z<-1.96=>S h H
= =—/, -1. =
40/-/28 ( e rechaza Ho)

7. Conclusiones.

Con 5% de nivel de significacién y a partir de la informacion muestral, el

tiempo promedio de duracion de los focos es diferente de 800 horas.
= Pruebas de hipétesis para una varianza poblacional
Ejemplo
Se reporta que la desviacién estandar de la resistencia al rompimiento de
ciertos cables producidos por una compaiia es 240 |Ib. Después de que se
introdujo un cambio en el proceso de produccién de estos cables, la resistencia
al rompimiento de una muestra de 8 cables mostrd una desviacion estandar
de 300 Ib. Investigue la significancia del aumento aparente en la variacion
usando un nivel de significancia de 0.05. Asuma normalidad.
Solucion
Sea X: Resistencia al rompimiento de cierto tipo de cable

X~ N (p, 2402)
1. Planteo de hipotesis.
H, :c’ = 240°

{Hl 1% > 240°
2. Nivel de significacién.

a=0.05
3. Prueba estadistica.

yE = (n-1)s? 2

c o2 ~ Xn-)

4. Supuestos.
= Poblacién normal.
» Muestra tomada al azar.
5. Regiodn critica y criterios de decision.
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Regiodn critica:
et B 1, RechazoHo
Region de
rechazo
a=005
Region de -

aceptacién 7%,\_

%2 =14.07
Criterios de decision:

= Si y2<14.07 No se rechaza Ho

= Si x; >1407 Se rechaza Ho
6. Calculos

, (8-1) 3007
2407

7. Conclusiones.

=10.938 (%° < 14.07 = No se rechaza Ho)

Con 5% de nivel de significacion y la informacion muestral es insuficiente
para afirmar que la variacion de la resistencia al rompimiento ha

aumentado.
= Pruebas de hipodtesis para una proporcion poblacional

Ejemplo

Una empresa minorista de electrodomésticos anuncié que vende el 21% de
todos los computadores caseros ¢Esta afirmacidon se confirma si 120 de los 700
propietarios de computadores caseros se los compraron a esta empresa?
Tome a=0.05.

Solucion

Sea p la proporcion de propietarios de computadores caseros que compraron
en la empresa minorista de electrodomésticos.

1. Planteo de hipotesis.

H,:p=0.21
H, :p=0.21
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. Nivel de significacién.
a=0.05

. Prueba estadistica

7z - PP N
pd-p)

n

. Supuestos.

» Muestra tomada al azar.

= Muestra grande.

. Regidn critica y criterios de decision.

Regidn critica:

-1.96 1.96
Criterios de decision:
» Si-1.96<2.£1.96 No se rechaza Ho
= SiZ:<-1.96 0 Z.> 1.96 Se rechaza Ho
. Calculos
@—0.21
7z =100 —— 2505 (Z=-2.505 < -1.96 = Se rechaza Ho)

0.21(1—0.21)
| 700

. Conclusiones.
Con 5% de nivel de significacion y a partir de la informacion muestral, la
empresa minorista de electrodomésticos vende el 21% de todos los

computadores caseros.

Pruebas de hipotesis para dos varianzas poblacionales
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Ejemplo

Diecisiete latas de gaseosa presentan una media de 17.2 onzas, con una

desviacién estandar de 3.2 onzas, y 13 latas de malta producen una media de

18.1 onzas y S = 2.7 onzas. Asumiendo varianzas iguales y distribuciones

normales en los pesos de la poblacidon, ése puede afirmar con 5% de

significacion que las varianzas de los pesos son iguales?

Solucion:

Sean Xi: contenido de una lata de gaseosa (onzas) X1 ~ N (p,, Gf)

X2: Contenido de una lata de malta (onzas)

1. Planteo de hipotesis.
H, :612 = c§
H,:c! # 05
2. Nivel de significacion.
a=0.05
3. Prueba estadistica

- s 1
¢ T g2 2 Tming)
Sz 071 1 2
2
0,
4. Supuestos.

= Poblaciones normales.

= Muestras tomadas al azar.

5. Regiones criticas y criterios de decision.

Hj

Region de
rechazo

of2=0025

0.346

Criterios de decision:

X2~ N (p,, 07)
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= Si0.346 < Fc € 3.152 No se rechaza Ho

» SiFc<0.346 o Fc > 3.152 Se rechaza Ho

6. Calculos

_ (32
@7y

7. Conclusiones.

F =1.405 (0.346 < (F = 1.405) < 3.152 = No se rechaza Ho)

Con 5% de nivel de significacion la informacién muestral es insuficiente para

rechazar que las varianzas de los pesos son iguales.
= Pruebas de hipotesis para dos medias poblacionales.

A. Muestras independientes

Ejemplo

Diecisiete latas de gaseosa presentan una media de 17.2 onzas, con una
desviacion estandar de 3.2 onzas, y 13 latas de malta producen una media de
18.1 onzas y S = 2.7 onzas. Asumiendo varianzas iguales y distribuciones
normales en los pesos de la poblacidon, ése puede afirmar con 5% de
significacion que los pesos promedio son iguales?

Solucion:

Sean Xi: Contenido de una lata de gaseosa (onzas) X1~ N (p,, )

X2: Contenido de una lata de malta (onzas) X2~ N (p,, )

1. Planteo de hipotesis.
{Ho ‘K =Kl
Hytpg =,
2. Nivel de significacion.
o =0.05

3. Prueba estadistica

= (%= X,) — (y — 1) _ donde: ¢ _ (n,—Ds; +(n, —Ds)

c (ny+ny-2) _

) 1 1 n1+n2 2

§ =4
nl n2
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4. Supuestos.
» Poblaciones normales.
» Muestras tomadas al azar.
5. Regiodn critica y criterios de decision.

Regiones criticas:

0.025 0.025

Asumo H,

0.95

2048 2.048

Criterios de decision:

= Si-2.048 < t. £ 2.048 No se rechaza Ho

» Sitc < -2.048 o tc > 2.048 Se rechaza Ho

6. Calculos

. (17.2-18.1)-(0) _ 0815

8.976 (1 N 1}
17 13

(-2.048 < (t = -0.815) £ 2.048 = No se rechaza Ho)

7.Conclusiones.
Con 5% de nivel de significacidn la informacidn muestral es insuficiente para

rechazar que los pesos promedios de los dos tipos de gaseosas son iguales.
» Muestras relacionadas

Ejemplo

Un gimnasio afirma que un nuevo programa de ejercicio reducira la medida de
la cintura de una persona en promedio dos centimetros en un periodo de cinco
dias. Las medidas de cinturas de seis hombres que participaron en este
programa de ejercicios se registraron antes y después del periodo de cinco

dias en la siguiente tabla:
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Hombres
1 2 3 4 5 6
Medida de cintura antes 90.4 | 95.5 | 98.7 | 115.9|104.0 | 85.6
Medida de cintura después 91.7 {93.9197.4 |112.8101.3 | 84.0
Diferencias -1.3 |16 |1.3 |3.1 2.7 1.6

¢La afirmacidén del gimnasio es valida al nivel de significacion de 5%? Suponga
gue la distribucién de las diferencias de medidas de cintura antes y después
del programa es aproximadamente normal.
Solucion
Sean Xi: Medida de cintura antes (cm.)

X2: Medida de cintura después (cm.)

1. Planteo de hipotesis.

H,:D=2
H D=2

2. Nivel de significacién.

a=0.05
3. Prueba estadistica
d-D
t=—— ~ t
c Sd/\/ﬁ (n-1)

4. Supuestos.
» Las diferencias tienen distribucion normal.
5. Region critica y criterios de decision.

Regiones criticas:

-2.57 2.57
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Criterios de decision:

» Si-2.57 <t. < 2.57 No se rechaza Ho
= Sitc<-2.57 ot.> 2.57 Se rechaza Ho

6. Calculos
t= 1272 _ 0704 (257 < (t=-0.749)< 2.57 > N haza H
1_543/% ' (-2.57 > (t = -0. ) * 2.57 = No se rechaza Ho)

7. Conclusiones.
Con 5% de nivel de significacion la informacion recogida resulta insuficiente

para contradecir lo que afirma el gimnasio.
= Prueba de hipétesis para dos proporciones poblacionales.

Ejemplo

En una prueba de calidad de dos comerciales de television se pasd cada uno en
un area de prueba seis veces, durante un periodo de una semana. La semana
siguiente se llevé a cabo una encuesta telefénica para identificar a quienes
habian visto esos comerciales. A las personas que los vieron se les pidid

definieran el principal mensaje en ellos. Se obtuvieron los siguientes resultados:

Comercial Personas que lo vieron Personas que recordaron el
mensaje principal

150 63

B 200 60

Use a.=0.05 para probar la hipétesis que no hay diferencia en las proporciones
que recuerdan los dos comerciales.

Solucion:

Sea pi la proporcién de personas que recordaron el mensaje principal del
comercial A.

Sea p2 la proporcién de personas que recordaron el mensaje principal del
comercial B.

1. Planteo de hipotesis.
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{Ho3p1:p2
H; :p, #p,

2. Nivel de significacién.
a=0.05

3. Prueba estadistica

Zc _ P.—P, ~ N(O, 1)
Jp(l— p)(1+1J
n, n,

4. Supuestos.

* Muestra tomada al azar.
= Muestra grande.
5. Region critica y criterios de decision.

Region critica:

0.025 0.025

Asumo H,
0.95
-1.96 1.96

Criterios de decision:

= Si-1.96 < Z. £ 1.96 No se rechaza Ho
» SiZ:<-1.96 0Zc > 1.96 Se rechaza Ho

6. Calculos
63 _ 60
z-= 150 202 = 2328
0.351)(0.649) -~ + -
\/( s )(150 200)

(1.96 < (Z = 2.328) = Se rechaza Ho)

7. Conclusiones.
Con 5% de nivel de significacién y a partir de la informacion muestral, hay
diferencias significativas en las proporciones que recuerdan los dos
comerciales.
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Distribuciones bidimensionales

Tablas de doble entrada

Dato apareado: es un par de valores con dos componentes, uno perteneciente

a la variable X :x,,X,,..., Xi,..., X, y el otro a la variable Y:v,, v,, ...Y;, ., Y,

que se simboliza por (Xi,Y,-) y que surge de contar, medir u observar dos

caracteristicas simultaneamente en cada uno de los elementos unitarios de la

poblacién.

Con la intencidn de reunir en una sola estructura toda la informacién disponible,

creamos una tabla de doble entrada conformada por k.p casillas, organizadas
de forma que se tengan k filas y p columnas. La celda denotada de forma
genérica mediante la posicion ij hara referencia a los elementos de la muestra

que presentan simultaneamente las modalidades X; e Y; respectivamente. De
este modo, parai = 1,..., k, y paraj = 1,..., p, se tiene que N; es el numero de

individuos o frecuencias absolutas, que presentan a la vez las modalidades X; e

YJ "

Y Y1 Y2 Yi Yp

X

X1 Ni11 Ni2 N1j Nip Nie

X2 N21 N22 N2; N2p N2e

Xi Ni1 Ni2 Njj Nip Nie

Xk Nk1 Nk2 Nkj Nkp Nke
Ne1 Ne2 n.j nop Nee

El nimero de individuos que presentan la modalidad X,, es lo que llamamos
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frecuencia absoluta marginal de X; y se representa como n,.

Es evidente la igualdad

p
ni. = ni1+ ni2 +...+ nip = Znij
j=1

Obsérvese que hemos escrito un simbolo “e” en la “parte de las jotas” que

simboliza que estamos considerando los elemento que presentan la modalidad

X., independientemente de las modalidades que presente la variable Y.

De forma andloga se define la frecuencia absoluta marginal de la modalidad Y;

como
k

BELTRIESEIEDN. Y
i=1

Estas dos distribuciones de frecuencias N, parai/ = 1,..., k, y \;para j=1,..., p

reciben el nombre de distribuciones marginales de X e Y respectivamente.
El nimero total de elementos de la poblacién lo obtendremos:

k p
n:n..zzllni.zzn.jzz Ny

k p
j=1 i=1 j=1

Dependencia entre dos variables

La dependencia funcional que nos refleja cualquier formula matematica o fisica
es la que estamos normalmente mas habituados. Si existe una dependencia
funcional entre las variables X e Y, sea esta por ejemplo Y=3X, entonces si se
ha observado la medida X=5, no es necesario practicar la de Y, pues la relacién
entre ambas es exacta, para este caso Y=15.

Existe un concepto que es radicalmente opuesto a la dependencia funcional, que
es el de independencia. Se dice que dos variables X e Y son independientes si la
distribucién marginal de una de ellas es la misma que la condicionada por
cualquier valor de la otra. Esta es una de entre muchas maneras de expresar el

concepto de independencia, y va a implicar una estructura muy particular
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de la tabla bidimensional, en el que todas las filas y todas las columnas van a

ser proporcionales entre si.

Independencia entre variables: dos variables X e Y, son independientes entre

si, cuando
nio noJ
= Vi, j

Existen caracteristicas que ni son independientes, ni se da entre ellas una
relacion de dependencia funcional, pero si se percibe una cierta relacion de
dependencia entre ambos; se trata de una dependencia estadistica.

Si cambios en una variable X, son acompafados sistematicamente por cambios
en otra variable Y , decimos que el conjunto de pares de datos apareados (Xi,Yj)

estan asociados o correlacionados.

Cuando los caracteres son de tipo cuantitativo, el estudio de la dependencia
estadistica se conoce como el problema de regresién, y el analisis del grado de
dependencia que existe entre las variables se conoce como el problema

de correlacion.
Correlacion lineal

Un primer aspecto del analisis de asociacidn se conoce por andlisis de
correlacion, el cual se ocupa de determinar el grado de relacién entre las
variables. En el estudio de la correlacién la designacion de las variables
dependientes e independientes es una eleccidn estrictamente personal y no tiene
significacién practica.

La correlacién se presenta cuando nos preguntamos, por ejemplo, éexiste alguna
relacion entre el habito de fumar y los problemas circulatorios?

Supongamos que la intensidad del habito de fumar se pueda medir en una escala
de intervalo que varia de 0 a 15, y de igual forma, que la intensidad de las
afectaciones circulatorias pueden medirse en esta misma escala. Entonces en un

grupo de ocho pacientes que presentan problemas circulatorios obtenemos los
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siguientes datos:
Tabla 15. Intensidad del habito de fumar (X), intensidad de las afectaciones

circulatorias (Y).

Ol 0| O » W ~| X
O Nl D DN | <

11
14 9
Fuente: Estos son datos ficticios.

La investigacion de la relacidn entre las dos variables, se comienza generalmente
con un intento de descubrir la forma aproximada de la relacién, para esto se
presentan los datos en un sistema de coordenadas.

El grafico representado en la figura 15 recibe el nombre de diagrama de
dispersion, el cual muestra la ubicacién de los puntos (X, Yj) en un sistema de
coordenadas rectangulares. En la grafica se puede observar si existe o no una

relacion acentuada y si se puede tratar de forma lineal o en otra forma.

Diagrama de dispersién

10

N
*
*

N
*

Intensidad de las
afectaciones circulatorias

0 T T
0 5 10 15

Intensidad del habito de fumar

Figura 15. Diagrama de dispersién utilizando Microsoft Excel

Fuente: datos son ficticios
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Si observamos este diagrama de dispersion, se evidencia que existe una
tendencia a que los valores menores de X estén asociados a los valores menores
de Y, asi como que los valores mayores de X estén asociados a los valores
mayores de Y. Ademas, en términos generales el aspecto del diagrama de
dispersion es el de una linea recta.

Es usual en la busqueda de la tendencia que manifiesta la informacion, analizar
cualquier comprensién de los puntos en agruparse sobre ambos lados de alguna
curva no compleja. Por ejemplo, de una linea recta.

Es conveniente utilizar una medida descriptiva que sirva para medir o cuantificar
el grado de relacién lineal entre ambas variables, en esta direccidn podria
utilizarse en primera instancia la covarianza entre X e Y: COV (X, Y).

Esta medida estadistica expresa la variabilidad conjunta de dos variables
aleatorias (cuantitativas) que varian de forma conjunta respecto a sus medias.
Es decir, sabremos como se comporta una variable dependiendo de cdmo lo haga
la otra. O sea, la covarianza entre las variables aleatorias X e Y se determina
por: COV (X,Y) = E[(X—E [X])(Y — E[Y]]

El estimador insesgado de COV (X,Y) denotado por Sxy se determina por la

n

, 1 o
expresion: Sxy = HZ(xi —x)y,—y), donde n es el tamafio de la muestra.
i=1

Para calcular la covarianza en una poblacion es analoga pero en este caso se
sustituye n por N en la expresién anterior, donde N representa la cantidad de

elementos de la poblacion, analogamente se sustituye X por X, asi como Y por

Y.

Para realizar una interpretacion geométrica de la covarianza, es conveniente
considerar la nube de puntos formadas por las n parejas de datos (xi, yi). En la
figura 16 se representan casos para los que la covarianza es positiva, negativa

y cero:
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LI T . L
u |
] u ]
| || u B
| | n |m 0 g
] . - ] g
- [
] ] ]
u " . | |
Hay dependencia entre

Las dos variables son .
las dos variables, aunque

independientes. la covarianza sea nula.
- Yo+ - Y o+
X.7) am .
!
- - : (X.%)
| | -
L . N g
N u 4
[]
L] X Ll o X
[ | |
u
| n B
g
+ - + -
Cuando X crece, Y crece Cuando X crece, Y decrece
Casi todos los puntos pertenecen Casi todos los puntos pertenecen

a los cuadrantes primero y tercero a los cuadrantes segundo y cuarto

Figura 16. Casos para los que la covarianza es positiva, negativa y cero.

= Si hay mayoria de puntos en el tercer y primer cuadrante, ocurrird que Sx,>0,
lo que se puede interpretar como que la variable Y tiende a aumentar cuando
lo hace X.

= Sila mayoria de puntos estan repartidos entre el segundo y cuarto cuadrante
entonces Sxy<0, es decir, las observaciones Y tienen tendencia a disminuir
cuando las de X aumentan.

= Silos puntos se reparten con igual intensidad alrededor de (X, y), entonces se
tendra que Sx,=0.

Observacion: cuando los puntos se reparte de modo mas o menos homogéneo

entre los cuadrantes primero y tercero, y segundo y cuarto, se tiene que

Sxy =0. Eso no quiere decir de ningln modo que no pueda existir ninguna relacion
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entre las dos variables, ya que esta puede existir como se aprecia en la figura

de la derecha.

Propiedades de la Covarianza:

= Si Syy >0 las dos variables crecen o decrecen a la vez (nube de
puntos creciente).

» Si Sxy <0 cuando una variable crece, la otra tiene tendencia a
decrecer (nube de puntos decreciente).

= Si los puntos se reparten con igual intensidad alrededor de (X, Yy),

Sxy = 0 (no hay relacién lineal).

Para los datos de la tabla 15 se puede verificar que Sxy=10,5. Pero si se hubiese

utilizado una escala de intervalo de 0 a 150 para medir los valores de la variable

X e Y respectivamente, el valor fuese igual a Sxy=1050.

En consecuencia, para medir el grado en que ambas variables X e Y se

encuentran relacionadas linealmente, es conveniente tener en cuenta algunas

propiedades deseables, como son:

1. Que la medida de la relacion sea independiente de la eleccion del origen para
las variables

2. Que sean independientes de la escala de medida para X e Y.

3. Que esté acotada.

La covarianza es una medida de la variabilidad comin de dos variables

(crecimiento de ambas al tiempo o crecimiento de una y decrecimiento de la

otra), pero esta afectada por las unidades en las que cada variable se mide. Asi

pues, es necesario definir una medida de la relacion entre dos variables, y que

no esté afectada por los cambios de unidad de medida.

Una forma de conseguir este objetivo es dividir la covarianza por el producto de

las desviaciones tipicas de cada variable, asi se obtiene el coeficiente

adimensional r, denominado como coeficiente de correlacion lineal de Pearson:
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n

> (x—xXy;—y)

(n—1)Sx Sy

Note que en el caso que se hayan observado todos los elementos de la poblacién
en la expresion anterior se divide por N (tamafo poblacional). En el caso anterior
se trabaja con una muestra de dicha poblacién por tanto debe dividirse por n-1,
pues desde el punto de vista tedrico se garantiza que la esperanza matematica
del estimador coincida con el parametro estimado (o sea, es un estimador
insesgado).

Para el caso de los datos ficticios que se presentan en la tabla 15 el coeficiente
de correlacién lineal r es 0,977, puede verificarse que para el cambio de escala
antes senalado este coeficiente de correlacion mantiene el mismo valor
(adimensional).

Aqui Sx y Sy son las desviaciones tipicas muestrales correspondientes a las

variables X e Y respectivamente.

Pueden verificarse tres expresiones equivalentes para determinar el coeficiente

de correlacion lineal de Pearson para el caso de una muestra:

n

Z(Xi - )_()(Yi - y)

a) r =i
) (n—1)Sx Sy

n n

niZ::Xi yi_ZXiZYi

i=1 i=1

[is-(a (g T

, con el cambio de variable X =X,-X e y/=y,-Y

b)r=
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Ejemplo
Utilizando la expresién c), determine el coeficiente de correlacién lineal de

Pearson para los datos de la tabla 15.

Solucion:

X Y X=X -X|y=y-Y X’ X Vi Y
1 1 -6 -4 36 24 16
3 2 -4 -3 16 12 9
4 4 -3 -1 9 3 1
6 4 -1 -1 1 1 1
8 5 1 0 1 0 0
9 7 2 2 4 4 4
11 8 4 3 16 12 9
14 9 7 4 49 28 16

5 : : 5

x=56| Yy =40 - - | 2XT=182 | DXy =84 ZY'Z—%

- & = =

X =7 Y =5
Z_;X i 84

r=— 977

\/Z X.’Zany R A/(132K56)

i=1 i=1

Propiedades del coeficiente de correlacidn lineal r:

» Carece de unidades de medida (adimensional).

» Es invariante para transformaciones lineales (cambio de origen y escala)
de las variables.

* Solo toma valores comprendidos entre —1 y 1. Cuando |r| esté proximo a
uno, se tiene que existe una relacién lineal muy fuerte entre las variables.

» Cuando r=0, puede afirmarse que no existe relacidon lineal entre ambas

variables. Se dice en este caso que las variables son incorreladas.
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Interpretacion del coeficiente de correlacion lineal r

Si algun concepto estadistico se usa y se abusa de él es el coeficiente de
correlacién lineal r; por ello, es importante precisar su interpretacion.

La interpretacion de un coeficiente de correlacién como medida del grado de
relacion lineal entre dos variables es una interpretacion matematica pura y esta
completamente desprovista de implicaciones de causa y efecto. Es decir, que dos
variables tienden a aumentar o a disminuir al mismo tiempo no implica que una
tenga algun efecto directo o indirecto sobre la otra ya que puede suceder que
ambas estén sujetas a la influencia de otras variables.

Es facil imaginarse parejas de variables que pudiesen dar un alto valor de un
coeficiente de correlacion y que no se deba realmente a una estrecha relacion
entre ellas, sino al efecto comun sobre estas de una tercera variable, y entonces
este valor del coeficiente de correlacion refleja solo este efecto comun.
Reiteramos que los coeficientes de correlacion se deben de manejar con sumo
cuidado ya que de no ser asi, puede llevarnos a conclusiones totalmente
erroneas. Luego, para usarlos correctamente, se debe tener conocimiento del
campo donde se esté utilizando.

Son muchos los campos donde el coeficiente de correlacidn r ha encontrado una
aplicacién util.

Modelo de regresion simple

En este tipo de regresidn se desea caracterizar el efecto lineal de una Unica
variable explicativa sobre la variable respuesta. Los pasos para efectuar un
analisis son los siguientes:

1. Representacion grafica de datos
Planteamiento del modelo
Estimacidn de la ecuacion de prediccion

Examen de la adecuacion del modelo lineal

i & W N

Intervalos de confianza para la estimacion
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En este apartado se explica el modelo de regresion lineal simple, un modelo
con un solo regresor x que tiene una relacidon con una respuesta y, donde la

relacién es una linea recta. Este modelo de regresién lineal simple es:

Y = B, + B; X+ € (Modelo poblacional de regresién)
Donde la ordenada al origen P, y la pendiente Bl son constantes
desconocidas, y € es una componente aleatorio del error. Se supone que los

- - - 2 - ’
errores tienen promedio cero y varianza O desconocida. Ademas se suele
suponer que los errores no estan correlacionados. Esto quiere decir que el

valor de un error no depende del valor de cualquier otro error.

= Estimacion de los parametros por minimos cuadrados

Los parametros B,y Bl son desconocidos, y se debe estimar con los datos de
la  muestra. Supongamos que hay n pares de datos:
(xl, yl), (Xz,y2 ) . .,(Xn , yn). Estos datos pueden obtenerse en un

experimento controlado, disenado en forma especifica para recolectarlos, o en
un estudio observacional, o a partir de registros histéricos existentes (lo que

se llama un estudio retrospectivo).

Para estimar B,y Bl se utiliza el método de minimos cuadrados. Esto es, se
estima B,y Bl tales que la suma de los cuadrados de las diferencias entre las
observaciones Y; vy la linea recta sea minima. La ecuacion se puede escribir
Y, =B, +B.X;+¢&, 1=1,2,...,N (Modelo muestral de regresién), escritos en

términos de los n pares de datos (yi,xi), =1 2,...,n . Asi el criterio de

minimos cuadrados es:

S(Bo.B.)=>_(Yi—Bo—B:X;)* . Los estimadores por minimos cuadrados de
i=1

B,y By, que se designaran por [30 y 181 , deben satisfacer
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oS . % y oS
-3 vBoPyx]-o Y
B, BO’Bl i=1 oB;

[ Bo Bl jx =0

Bo Bl =

Simplificando estas dos ecuaciones se obtiene:
4 5 & n . A n ~ N n
BotPr2xi=2v7  BeZxB ZXT=3 XY,
i=1 i=1

Que son las llamadas ecuaciones normales de minimos cuadrados. Su solucién

es la siguiente:

-1 — 1
donde Y=szi y X:ﬁzxi son los promedios de vy, y X, respectivamente.
i=1 i=1

Por consiguiente, BAo y Bl’ son los estimadores por minimos cuadrados.

El modelo ajustado de regresion lineal simple es entonces: g/:BAOJrBAlX.Esta
ecuacién produce un estimado puntual de la media de y para x.

Otra forma mas compacta de escribir BA _Sﬂ, donde:

1=
SXX

- [z] -3 (%)

o Bl

La diferencia entre el valor observado Y; y el valor ajustado correspondiente

>

y; se llama residual, matematicamente el

i-ésimo residual es: € =Y~ Y, :yi_[BO_I_BlXij 1=1,2,...n
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Aqui €; tiene un papel importante para investigar la adecuacién del modelo de

regresion ajustado.

= Propiedades de los estimadores por minimos cuadrados y el modelo

ajustado de regresion

Tenemos que:

A A

Bo=Y-PB1x

N Sy :éyi(xi—x) Son combinaciones lineales de Y;, entonces se puede

1— S
SXX XX

escribir:
E(ﬁlj_ﬁl E(Y;)=s+5x

. 2 -2
(i T (i

Propiedades Utiles:

i=1 i=1
3. La linea de regresién de minimos cuadrados siempre pasa por el centroide

de los datos que es el punto ()_/;)

4. Zn: x€ =0
i=1

5. 23?. € =0
i=1

Ademas de estimar f3, Y B, se requiere estimar 6°. Se obtiene de la suma de

cuadrados residuales, o suma de cuadrados del error.
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Yi _ﬂAo_:‘gl Xij

> Il
[iN

2
Yi _y+ﬂ1x_ﬂlxi]

1

=T

2 n

(- =283 - V% = %)+ 5. (x —xY

1 i=1 i=1

L L - L - A A2
S (W2 -2y y+ V)28 %y 428 Y vk 28 Y %y 2R Y Xy + 4, s,
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

:Zn:yiz—Zn sl 0=l 4y —Zﬂlzxy,+2 1lzn:xi y,
i-1 n N o
+2ﬁ17 Z Zﬂl ZX Zyl+ﬂl z XX

i1 il

Xy -2y Y =24 Y Xy + 26 T XY Y +AS,
i=1 i=1 i=1 i=1
zy _ny _2181|:ny| nzxizyij|+ﬂlsxy
i=1 i=1 i=1

S .

SCRes = yi2 _nyz_ﬁl S><y

i=1

n _ n _?
Pero Z(yi - Y)2 = Y —ny =SCT
i=1 i=1
SC Res — SCT - Iél Sxy

E(SCpre)=(n—-2)5"
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La suma de cuadrados residuales tiene n-2 grados de libertad, 2 grados de

libertas se asocian con los estimados :80 y 181 que se usan para obtener Y; -

El estimador insesgado de s?2es:

~? SC
c = TR;S = CMyg,, cuadrado medio residual

A2
o error estandar de regresion.

A2

o es un estimado de &2 dependiente del modelo.

= Intervalos de confianza

Intervalos de confianzade B, YV 5, .

Como los errores se distribuyen en forma normal e independientes, entonces

A

,81_ :81

5[]

y de ﬂO_AﬂO se distribuye t con n-2
Se(ﬂoj

la distribucion de muestreo de

grados de libertad.

Intervalos de confianza para B,y B,

Un intervalo de confianza de 100-(1-a)% para [ es:
ﬁl_ta/Z,n—ZSe(ﬁlj < ﬁl < ﬂ1+ta/2,n—28e [ﬂlj

Un intervalo de confianza de 100-(1-a)% para [ es:

A

ﬂo_ta/z,n—zse(ﬂ0j < IBO < 180+ta/2,n—28e(180j
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= Estimacion de intervalos de la respuesta media

Una aplicacién importante de un modelo de regresién es estimar la respuesta

media E(y), para determinado valor de la variable de regresion x.

Sea X, el valor o nivel de la variable de regresién para el que se desea estimar

la respuesta media, es decir, E(VJ. Se supone que X, es cualquier valor de
X0

la variable de regresidon dentro del intervalo de los datos originales de x que

se usaron para ajustar el modelo.

Un estimador insesgado de E[yj se determina a partir del modelo ajustado
XO
como sigue:

gl Y

0

= /uy/xo = ﬂ0+ﬂ1 XO

Para obtener un intervalo de confianza de 100-(1-a )% para E(y] , Se debe notar

Xo

A

primero que x,, es una variable aleatoria normalmente distribuida, porque es

una combinacion lineal de las observaciones Y;.

A

La varianza de u), es:

(5]
Var(,uyA/XO):G2 %+OS—

XX

La distribucion de muestreo de es una distribucién t, con n-2 grados de
libertad.

:uy/xo_E(y/XO)

—\2
CM Res 1+M
n S

XX
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Un intervalo de confianza de 100-(1-«)% para la respuesta media en el punto

x:xoes:

-t CMRes 1+M <gl Y |<u +t CMRes E+M
p‘y/xo 0%,n—z' n S = X, _I’J‘Y/Xo %,n—z' n S

XX XX

El ancho del intervalo de confianza para E(yjes una funcidon de X;. El ancho
X0

del intervalo es minimo paraX, =X , y crece a medida que aumenta ‘xo —i‘.

= Prueba de hipotesis de la pendiente y de la ordenada al origen

Supongamos que deseamos probar que la pendiente es igual a una constante.

Ho :ﬂlzﬁlo
H,: B # B

e, son independientes y distribuidos N(O,JZ)

N
[, es una combinacién lineal de las observaciones, y estad distribuida

normalmente.

A A 2
E(ﬂ1j=[9’1 (Promedio de ﬂl); Var(ﬂlj=§—(Varianza de p,)
CM
S

XX

Res

A
Denodtese a Se(ﬂ1j= como el error estandar estimado o error

estandar de la pendiente, entonces

t = ﬂl_lBlO
0

o[i]

Se rechaza la hipotesis nula si: ‘to‘ > ta/Z’n—Z.
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= Prueba de significancia de la regresion (Caso particular del test

anterior: la conste es igual a cero).

H,:6,=0
H :B #0

El no rechazar H, : 5, =0 implica que no hay relacién lineal entre x e y. O sea:

» «x tiene muy poco valor para explicar la variacién de y, por lo tanto el mejor
estimador para cualquier x es ¥ = ¥'».

» «La verdadera relacidon entre x e y no es lineal».

Si se rechaza H,:f, =0, explica que x tiene valor para explicar la variabilidad
dey.

Rechazar H,: B, =0podria equivaler a que:

» «El modelo de linea recta es adecuado»
= «Aunque hay un efecto lineal en x se podrian obtener mejores resultados

agregando términos polinomiales en x».

* Prediccion de nuevas observaciones
Una aplicacion importante del modelo de regresion es predecir nuevas
observaciones y que correspondan a un nivel especificado de la variable de

regresion x. Si X; es el valor de interés de la variable de regresidn, entonces:

y, = B, + B, x, €5 un estimador puntual del nuevo valor de la respuesta Y,.

Una aplicacion importante del modelo de regresion es predecir nuevas
observaciones y que correspondan a un nivel especificado de la variable de
regresion x.

Si X;es el valor de interés de la variable de regresion, entonces:

A A A

Yo = B+ /3, X, €S un estimador puntual del nuevo valor de la respuesta Y,.
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A continuacién se obtendra un estimado del intervalo para esta observacion

futura Y,.

Sea y =y, -y, , con distribucién normal y media cero. Entonces su varianza es:
Var(l//)=Var(yo - yoj
=Var(y, )+Var( onj -~ ZCov( Yo yl)

:Var(y0)+Var(,BAo+ /§1 xoj
=0’ +(72|:1+(X° - }
n

S

XX

Var(y )= 0'2[1+ 1 + 7()(0 — i)z :l

n S

El resultado de prediccion de 100-(1-a)% de confianza para una observacion

futura en X, es:

n

XX

—\2
Yot ,[CM Res{1+l+MJ
A

» Coeficiente de determinacion

La cantidad
R? = :g? =1- SCRes . Se llama coeficiente de determinacion.
B2S
Y su valor esperado: E(RZ):Al—XX
ﬂlz S, +0o?

n _\2
SCT = %(yi - y) : es una medida de variabilidad de y sin considerar el

efecto de la variable de regresién x.
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n A \2
SCReS:Z(yi - yij : es una medida de variabilidad de y que queda

i=1
después de haber tenido en consideracién a x.

R?: Proporcion de la variacion explicada por la variable de regresion x.

SCR

Ya que 0<SCR<SCT: 0<-—""<1 0<R%*<1.
SCT

El coeficiente de determinacidon R’ se expresa también en porciento para
expresar el porciento de explicacién de la variabilidad de los datos a través del
modelo lineal.

Ejemplo

Se utilizan las pruebas de aptitud a 5 nifios, antes y después de ser ayudados

por sicdlogos. Los resultados se presentan en la siguiente tabla

Nifio 1 2 3 4 5 Total Media
Antes 109 104 101 104 92 510 102
Después 110 103 100 105 92 510 102

Halle la ecuacion de regresidn lineal y diga si esta puede considerarse

adecuada.
Solucion:
X Y (x; — %)? (i = ¥)? (x; = %)*(y; — ¥)*
1 109|110 49 64 56
2 104 | 103 4 1 2
3 101 | 100 1 4 2
4 104 | 105 4 9 6
5 92 | 92 100 100 100
Total 510 | 510 158 178 166

A partir de los resultados de la tabla determinemos el coeficiente de correlacién

de Pearson:
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LYY, 166
\/Z x’ziy'z 158-178

Estimemos ahora gy gl:

=0.993 por lo que el modelo lineal es adecuado.

Bo=7-Brx
A —Sﬂ Donde Sxx :i(xi_i) Yy Sxy :iyl(x _i)
Bl_S i=1 i=1
XX
~ 166
=—""=1.051
Py 158

A

B, =102-1.051.(102) = -5.164

Luego, la ecuacién de regresién es:

9 = —5.164 + 1.051 x

Los intervalos de confianza del 95% para BAo y 61 son:

0.783< 3 <1.324
—32.476< B, <22.146

El coeficiente de determinacién para este caso es 0.976, lo que soporta que

la ecuacion obtenida es adecuada.
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